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《华罗庚文集》序言 

2010年是著名数学家华罗庚先生诞辰100周年.值此机会.我们编辑出版《华 
罗庚文集》，作为对他的美好纪念. 

华罗庚先生是他那个时代的国际领袖数学家之一，也是中国现代数学的主要奠 
基人和领导者.无论是在和平建设时期，还是在政治动荡甚至是战争年代,他都抱 
定了为国家和人民服务的宗旨，为中国数学的发展倾注了毕生精力，受到了中国人 
民的广泛荨敬. 

华罗庚先生最初研究数论，后将研究兴趣拓展至代数和多复变等多个领域，取 
得了一系列国际一流的成果，引领 f 这些领域的学术发展,产生了广泛持久的影响. 
他从一名自学育年成长为著名数学家，其传奇经历激励了几代中国数学家投身于数 
学事业. 

华罗庚先生为我们留下了丰亩的精神遗产，包括大量的学术著作和研究论文. 
我们认为，认真研读这些著作和论文,是深刻把握华罗庚学术思想精髄的最佳途径. 
无论对于数学工作者还是青年学生，其中许多内容都是很有启发和禆益的. 

华罗庚先生担任中国科学院数学研究所所长30余年，他言传身教，培养和影 
响了一批国际水平的数学家，他的学术思想和治学精神已经成为数学所文化的核 
心.自2008年起以中科院数学所为基础成立的中国科学院华罗庚数学重点实验室. 
旨在继承和弘扬华罗庚先生的学术思想和治学精神，积极推动中国数学的发展.为 
此，我们选择华罗庚先生的著作和论文作为实验室的首批出版物，今后还将陆续推 
出更多优秀的数学出版物. 

在出版 《华 罗庚文集》的过程中，我们得到了各方面的关心和支持，包括国家 
出版基金的资助，在此我们表示深深的感谢.同时，对于有关人员在策划、翻译 
和审校等方面付出的辛勤劳动，对于科学出版社所作的大量工作，我们表示诚挚的 
谢意. 


中国科学院华罗庚数学重点实验室 
《华罗庚 文集》 编委会 
2010年3月 
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早在1949年，本书作者之一就有了写这样一本书的轮廓，希望根据这个轮廓 
组织一个讨论班,和一批大学四年级及刚毕业的同学在—起，使他们边学习边搞研 
究,集体地较整套地来进行这一领域的研究工作，一来可以使他们在工作过程中逐 
步地扩充自己的知识领域，另一方面可以让他们习作一些研究，预计在计划完成之 
后，可以给典型群论，射影几何学，矩阵论及群表示论等数学分支以一个不同的面 
貌.1950年初，当他在北京清华大学执教时，组织了这样一个讨论班.讨论班进行 
到1951年署假，在讨论班里他完成了本书前六章的初稿.接着，在1951年下半年 
和1957年上半年，他又在中国科学院数学研究所代数讨论班里两度报告了本书前 
六章的大部分章节，并进行了一些修改.随后，从1959年下半年起，本书后一作者 
又在数学研究所代数讨论班里报告了前六章的部分章节，并根据他所体会的前六章 
的精神与方法续写了本书的后六章.这就是本书简单的写作经过 • 

简要地可以这样说，体上的矩阵是一个值得注意的对象，因为它是一个不太失 
去普迪性的抽象事物，但同时又和成果丰富的具体的域上的矩阵论距离不远.当 
然，结合环，李环和柔丹环中有趣的部分又都有矩阵形式，而线性群，正交群,辛群, 
洛伦兹群也都是矩 阵群； 几何学中线几何，画几何，格拉斯曼几何都有矩阵的表示 
法.更如多复变函数论的典型域也离不开矩阵的表达形式.这些形成了我们的工作 
背景. 

仅仅找到一个值得研究的对象，而没有处理的方法那也还是空话.本书中提供 
了一些方法,这些方法是初步的，有待改进,补充和发展，只有在发展过程中才能把 
方法搞得更完备. 

1950年本书作 者之一 选择这个主题的原因之一是为了易于训练干部.预备知 
识需要得少，可以从简单处着手，从具体处 着手； 发展前途不太小,通过这一系列的 
研究也可以熟悉代数学,几何学中不少分支,可以从宽广处着眼，从抽象处着眼.换 
言之,开始时不受基础的限制，终了时不致局促于太 K 狭的领域之中. 

匆匆己经十年,这计划还只能说在第一阶段中完成了第一部分而已.更重要的 
工作还有待于今后的努力.这决不是一个完整的东西，而仅仅是一个开始.这是一 
个阶梯中的一级,读者必须想想前面几级一-实数域，复数域,有限域及四元数体 
上的情况，读者更必须看看后面几级——体上矩阵的环和群的构造，不用连续性 


①本卷内容曾作为著作出版，见 《典型 番> ,北京科学出版社， 1963. 
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的群表示论等等，这样才不致于为本书引入歧途.长期局限于本书范围内的工作将 
不是作者的本意，但我们认为搞淸这些对象和方法对学好典型群论，射影几何学等 
都能有所帮助. 

我们感谢王仰贤，应玫茜，徐诚浩等同志，在本书付印之前,他们分头阅读了本 
书手稿的各部分，进行了核算，并提出了一系列宝贵的修改意见. 


华罗庚万哲先 
1962年8月于北京 
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第一章体 论 

§1环与体 


为了使本书尽可能地自给自足，我们先叙述一下环和体的基本性质，并且提供 
若干例子,通过这些例子来说明某些概念的具体涵义. 

定义 1 环 fl 乃具有两种运算“+”及 “ x ” 的集合，即若在开中，则 a + 6 
及 a x 6 也是 i ? 中唯一定义的 元素; 这两个运算有以下性质： 

I . 对加运算“+”，/?成一交换群（或称为 Abel 群)，即对 H 中的任意三元素 
a , b,c 有次之关系： ( i ) 0 + 6 = 6 + 0 ； ( ii ) (a + 6 ) + c = a + (6 + c ); ( iii ) /Z 有一元素 0 , 
称为零元素，使对所有的 a , 常有 0 + a = a ，及 （ iv ) 对 ft 中任意元素 a , 中一定 
有一个元素 <>,使得 0 + 6 = 0 ; 

II . 对乘运算 “ X ”， 适合结合律，即对中的任意三元素 a , b , c , 常有 

(axb)xe = ax (bxc); 

III . 加乘之间适合分配律，即对 K 中的任意三元素 a , 6 , c , 常有 

ox(6 + c ) = ax6 + axc , 

(6 + c)xo = 6xa + cxo . 

以后为方便计，将 “ x ” 号略去，通常习见的名词“和”，“差”，“积”等名词, 
其义自明，不再定义. 

(例 1 ) 所有的整数成 一环； 所有的偶数也成一环. 

(例 2 ) 命 m 表一正整数，以 m 为模所得的同余类成一环.且看一个具体情 
形.命 m = 6 ,任一整数可以唯一地归入下面六类之一： 

{0 + 6fe}, {l + 6k}, {2 + 6*}， {3 + 6fc}, {4 + 6fc}, {5 +6ft}. 

分别以 r 0 ,- -, r 6 表示上述的类.两类的加法定义为 

A + fj - = A ， 若 i + )• 三 A (mod 6), 

而尸 o 为加法群中的零 元素； 乘法定义为 


r^j = r*, ^ij = k (mod 6). 



第一章体 论 


显然,这样定义出一个环. 

(例 3) 所有带有理系数的单变数多项式成一环. 

(例 4) 以一多项式为模，分上例中所述的多项式为同余类，这些类也成为 

—环_ 

(例 5) 形如 a + bi(i = V = l ) 的数，其中 a , 6为整数，也成一环. 

(例 6) 所有在区间 ( a ,6) 内的连续函数成一环. 

(例 7) 复变数函数论中所讨论的全体整函数也成一环. 

环中的零元素0还有次之性 质：由 


Oo = (0 + 0 )a = 0 o + 0 a 


可知 

0 a = 0. 

同样，可知 a 0 = 0. BP 0 左乘或右乘任一元索恒为0.但从= 0并不能断定 a , 6 
中至少有一为 0 ;例如，在例 2 中， r 2 r 3 = r 0 , 但是 r 2 / r 0 , 厂 3 / r 0 . 因而我们定 
义： 环中如有二元素 a # 0,6 # 0而肋= 0,则称 a 为左零因子，6为右零因子. 
显然，如果环中无左零因子，当然也无右零因子.这样的环谓之无零因子的环. 
如果环 K 的一个子集合 S 对的两个运算也成一环,那么， S 称为环 R 的子 
环.例1即说明子环是存在的. 

定义2环 fl 若再满足下面的条件则称 为体： 

ir . r 中除 o 外，其他的元素对乘法成一群，即有一元素1，称为么元素，使 
la = o , 而且对 ii 中任意元素 a # 0,有一元素6存在，使6 • a = 1. 

若体中乘法满足交换律，即 a 6 = 6 a , 则体称为域. 

(例 1) 命 p 为一素数，以 p 为模所得的同余类成一域. 

(例 2) 所有的有理数成一域. 

(例3〕所有的形如 o + W 的数也成一域,此处 a ， 6过所有的实数. 

(例 4) 所有的有理函数成一域. 

(例 5) 所有的半纯函数也成一域. 

以上列举的全是域的例子.现在问：是否有非域之体？ 

(例 6) 命 F 表一实域，就是具有下述性质 的域： 如果若干个元素的平方的 
和等于0,则这些元素全是0.命 i ， j 、 k 为三元素，与 F 中的元素皆可交换，且具有 
以下诸 性质： 

ij = ~ji = k , jk = -kj = i, ki = ~ik = j , 

⑴ 

i^ = f = k 2 = - 1 . 



§1 环与体 


我们考虑全体形如 


oo + oi» + 02J + 03A ： (ao,ai,a 2» a 3 € F) 

的元素.这种元素称为四元数，以 Q 表所有的四元数所成的集合，其中的加法定 
义为 

(oo + aji + 02J 4 - 03 fe) + (60 + bii + 6aj + 63 A:) 

= (ao + 60) + (<*i + bi)i + (aa + 6a)i + (03 + t>3)fc ， 

其乘法由 （1) 式及分配律予以 确定. 读者试自验证， Q 是一体，称为四元数体. 

易见，在《2中与任一元素皆可交换的元素所成的集合，就是 F . 这一性质引出 
以下 概念： 

—体中的元素 a , 若对所有的 xeR 常满足 


则 a 称为丑的中心元索.全体中心元素所成的集合,称为的中 心. 显然中心成 
一域 • 

-体的子集，如果对体的原有的两种运算仍成一体,这子集称为原体的子体，而 
称原体为子体的扩体.例6中的 F 是的子体. 

(例 7) 命 F 为一域，系数在 F 中所有的: c 的多项式成一环，以记之 • 
设 / Or ) 为系数在 F 中的不可分解的多项式.以 / Or ) 为棋，分多项式为若干类，如 
此诸类成一域，证明如下： 

对任一 g ( x ), 如非 /㈤ 的倍数，由辗转相除法可得二多项式 a(ar) 与 b(a:), 使 
a { x ) g { x ) + 6(i)/(i) = 1, 

此处 a(x), 6(x) 的系数也在 F 中.由此立得 

o(x)s(z) = 1 (mod /(i))- 


即所代表的同余类以 a (: r ) 所代表的同余类为其逆.显然可见,此域以 F 为其 
子域. 

假定 a 是方程式 /( x ) = 0 的根,且 a 与 F 中的元素都可交换，则形如 

ao + aia + • • • + a „_ ia n_1 ( a 0 , •• - e F ) 

之元素成一域，此处 n 为多项式 /( or ) 的次数.只须重复上面的讨论就可以证明这 
一性质.如此所得的域称为 F 的单代数扩域，且以符号 F ( a ) 记之. 
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§2特征数及素域，由环建体 

设 H 为一无零因子的环.对 i ? 中某一元素 a / O , 若有最小正整数 p 存在，使 
pa = 0，即 



P 个 

则 P 称为此环的特征数.若不存在这样的 p , 则称此环为特征数为零的环，或记之 
以 p = 0. 特征数 p 有下述的 性质： 

I . p 与 a 的选择无关； 

II . P 为素数. 

事实上，设# 0, 6#0 ( a ，6 €用，则由 

(pa)b = a(pb) 

可知由 pa = 0 推出 p 6 = 0. 反之，由 pi = 0推得 pa = 0,故得 I . 

又若 P 不是素数而 P = PlP 2 (Pl > 1, P 2 > 1), 则 PO = Pl(P2d) = 0, 若 P 2 d = 0, 
此与 P 的假设 不合； 若 P 2« # 0, 此与 I 相矛盾，故得 II . 

命 fl 为有么元素的环 ， E 为 R 中包含么元素的最小子环.若 ii 为无零因子环 
而且之特征数是 p , 则27 就是： 0,1 ,…， p - 1所构成的集合.若/?之特征数为 
0,则 r 就是所有的整数. 

命 F 为一体，若 F 的特征数是 p , 则 F 的最小子体就是由0,1 ,…， p - 1这些 
元素所构成的域.若特征数是0,则 F 的最小子体就是由全体有理数所组成的域. 
这最小子体称为体 F 的素域. 

定义1在一环中，如 a = 6 c , 则6称为 a 的左因子 ， c 称为 a 的右因子; a 称 
为6的右倍数， c 的左倍数.若有一元 m 具有性质 

m = oai = bbj, 

则 m 称为 a 及6的右公倍数.显然可以类似地定义任意多个元素的右公倍数. 

本节之目的 在于： 从无零因子而任二元素有右公倍数的环出发，仿照由整数建 
立有理数的方法,来建立体. 

为了这个目的，我们将下面的集合 分类： 

{( o ,6); o ,6 e R,bjt 0}. 

设有 ( a ,6), ( c , d ). 若对于的某一右公倍数 m = bb \= dd \,abj = cdi 成立,则称 
( a ， b ) 与 ( c , d ) 属于同类，以 ( a ,6)~ ( c , d ) 表之. 
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首先证明，此定义与 m 的选择 无关. 即若为另一右公倍数，=叫=邮， 
则我们仍有 a 6 i = cd ;. 事实上，由假定， m 与 m ' 有一•右公倍数 M = mx = m ' y , 
则有 “ a : = i»iy 及 di：c = d ^ y . 再由 a&i = cd ! 立得 ab[y = abjx = cdix = cdiy ， 即 
ab \ = cd \. 

其次 证明： 关系“ 〜”是 一等价关系，即有以下的三种性质 •• 

1. 反身性 ( a , b ) ~ ( a , b ); 

2. 对称性若 ( a , 6) 〜 （ c , d ), 则 （ c , d ) 〜 ( a , 6); 

3. 传递性若 ( a , 6) 〜 < c , d ), ( c , d ) 〜 ( e , /), 则 （ a , 〜 ( e , /)• 

1 及 2 是显然的事实.现在我们去证明传递性.易见任何三元素 b , d , f , 必有一 
右公倍数 m 使 

m = 66 i = ddi = ffi , 

由假定 abi = cdj.cdi = e / j , 故得 abi = e / i , 即 ( a ,6) ~ ( e ,/). 

所有的类成一集合，以 K 表之.今以$表示 ( a , b ) 所属之类， ( a ,6) 称为此类 
的代表.今在 A * 中定义加法和乘法. 

对于加法，我们作如下的 定义： 

a c a 6 j + cdi 

6 + d _ m , 

此处 m 是 6 及 d 的一个右公倍数，且 m = = ddi . 

首先指出这定义与 m 的选择无关.盖设 W = dd \ 及 M = m:c = 则 

b\x = b \ y , d\x = d \ y , 故得 

a c abt + cdt ab\X + cd\x 

— I — = --- 

b d 771 uix 

_ ab[y + cd\y _ ab \ + cd \ 
m'y m ’ 

其次指出，此定义与^及 g 的代表选择无关. 

0 a 

设 $ = g = ^，则 m = Wi = 6% = ddi = dfd /'， 由假定知 a 6 i = a ' b'^cdi = 
dd \, 故得 

a c _ ab \ + cd \ __ a ' V ^ + dd，i 一 a ' d 

b d m m W d ! 

对于乘法定义 如下： 

G )( i )4 

此处 m = bb \= cci , 而 6 / 0 ，c 笋 0. 
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同样可证，此定义与 m 的选择无关.设 m ' =网= cd x ,mx - mV , 则 
& iy , cix = cij /, 故得 

/ a \ / c \ _ ab \ _ abix _ _ a 6^ 

\6 / \d/ dci dcix dd x y dd^ 

再证明此定义与 $ 及-的代表选择无关.若 f =多，^ 由此可设 

W>i = b ' b ' i ， ai»i = a ' b \; dd \ = /术， cd \ = cfcty . 

取 m = bb\a = Vb\a = cdi 0 = d '故 

/awc\ ofcia /A/^ = a^a 
\ b )\ d ) ddi 0' KvJKd'J d^P 

当 c = 0 时,我们定义 

(i)® 

集合 AT 经过这样定义加法和乘法之后成为一体，称为/?的商体.今往证明其 
适合体之诸 条件： 

I . 对加法运算成一 Abel 群.易见^相当于0元素，而-$相当于^的逆元 
素.证明甚易，读者自证之. 

II . 非零元素对乘法成一群.这一证明也略去.其中^相当于么元素，而 t 相 
当于^的逆元素. 

III . 分配律成立.首先我们来证明左分 配律： 

© G + 7)-©© + ©( f )- 

设 66 i = cci.dcidi = / c!/i = m ，即 

®( H )=( 鞔 

= / abidi\/bbidi 
V bbid \ / \ m 

故在证明中不妨假定 d = f,c = b , 即只需证明 

(1)( 宇 ) + 0® 

即足_ 

设 n = = eei , 此式的右边等于 

a + abi _ ae \ + abi 
d de \ de \ ' 
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于是左右两边完全符合. 

右分配律的证明比较容易.由于在证明 

(卜恥)+ ㈤ ） 

时,不妨假定 b = d = e . 

如果写= a , £ = 6- 1 ，则 J = ab ~ l . 如欲 ( ab -^ icd - 1 ) = ef ~\ 一个自然 
条件是存在两元素 6 llCl ，使6-»0 = her 1 , 即66,=阶，也即 6, c 有右公倍数.由 
此可见，从环建体,有右公倍数这一条件是自然的. 

在 f = a 的了解下，体 A ： 包有作为其自己的子环， 而在卜 b - 1 的了解 
下，体 K 是包有 fi 的最小体. 

在交换环中，任二元素显然有公倍数，故在无零因子的情况下，就可以利用上 
述的理论，从环来建体.最具体的例 子是： 从整数环到有理数域,从多项式环到有理 
函数域，从整函数环到半纯函数域等等.但是除了交换环是有右公倍数的环以外, 
是否还存在着有右公倍数的非交换环，下一节我们将回答这个问题. 


§3多项式环 

命 A ： 为一体.形如 

/W = ^ 0 * 1 ' (ao.oi,- <On € K) 

<=o 

的式子称为不定子 z 的多项式.若 an # 0,则 n 称为这多项式的次数,记作 5°/. 
设 m 

9(X) = ^bix\ 
i=0 

我们可以定义两多项式的加 和乘： 


f { x )+ g { x ) 

f ( x ) g ( x ) 


= +b -) x< ' 

= 响 /七. 
•J 


由定义立刻看出 



9°( / + 5 ) 彡 max(d p f,£fig), 

SPU9) = SPf + ^9- 
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所有 rr 的多项式成一环，我们用表示此环.称为由体尺导入不定子 x 所得出 
的多项式环.环 K [ x ] 的中心就是由尺的中心 Z 所得出的环 Z \ x \. 

极易证明 K [ x ] 是无零因子的.我们现在再证明其中任二元素都有右公倍式. 
换言之,对任二多项式 /( a :) 及 g { x ), 常有二多项式 Mar ) 及奶⑷(非零的)，使 

/( i ) ffi ( i ) = g ( x ) fi ( x ). 

我们在 dPf + dPg 上行归纳法.当 dPf+aPg = 0 时此结论显然正确.设 ^ f + d^g > 0 
而沪/ > 9 V 则/ ㈤ _ gix ^ anx ^ 的次数与 Wz ) 的次数和低于护/ + 
故有二多项式 / 2 ( a :) 及仍(30使 

(/(*) — pOt ) Con ： c n - m )5 2 (： c ) = g ( x ) f 2 ( x ), 

故得 

/(*)仍(®) = fl ( x )(/ 2 ( i ) + b - 1 o „ x n - m g3 ( x )). 

若 df 0 <8 Pg 、 可同法证之. 

有此二性质，我们可以从多项式环 K [ x ] 上建立一个体来.这个体中元素的形 

式是 

f ( x )( 9 ( x ))-\ 

此处 / Oc ) 及 3 ( 4 都是 K [ x ] 中的元素.所得的体称为 AT 上的不定子 a : 的有理函 
数体，用 K ( x ) 来表它.尺⑷以 K 为其子体，而 K ( x ) 称为体 K 的单超越扩体. 
定理1 命 Z 表 if 的中心，则名⑷是 K ( x ) 的中心. 

【证】 先述若干十分明显的 事实： 1 ) 若¥在 K ( x ) 的中心中，则#亦 
9\ x ) f { x ) 

然，并且其逆 亦真; 2) 若# 在 K { x ) 的中心中，则 - 亦然，并且其逆亦真. 
SW g { x ) 

假定^在 K ( x ) 的中心中,我们将在 dPf + SPg 上施归纳法.当 d ° f + d°g = 0 
时，此定理显然.若/(0) = 0或 g (0) = 0时，由 2) 及归纳法假定也知此定理真实. 
今假定 g ⑼旁0，/(0) / 0,并可假定护 彡 护 /( 由 1)) 及 〆 0) = 1.由于禮 

3 ( 0 ) 

在中心中，故/⑼在中心中.故 
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也在 K ( x ) 的中心中.因而 


Mx) 

咖）’ 


fi ( x ) 


/㈤ _ /(O)g(x) 


也在尺 ㈤ 的中心中.由于3°/ 1 +护9<9°/ + 9^,故由归纳法假定知属于 
Z ( x ). 因此^属于 Z ( x ). 定理于是证明. 


我们也可以把§1例7作进一步 推广： 

设 A " 为体, Z 为 K 的中心.命 /( a :) 为 ZM 中的一元，并且在 K [ x ] 中不可分 
解.则以/⑷为模，将 K [ x ] 中的多项式分类，这些类成一体. 

又假定《是适合于 f { x ) = 0的元素，且 a 与夂内的元素可交换，则形如 


ao + aia + • •• + a n -ia n_1 (<»o> _ .. ， a„_i € K) 

的元索成一体，此处 n = dPf . 这样与以上所得到的体本质上相同.这体称为欠的 
单代数扩体，以 K ( a ) 代表它. 


§4同 态 

命 ft 与 / T 为二环，对中的任一元素 a ，记中有一元素 a ' 与之对应，且当 
a 经过 i ? 的所有元素时， a ' 也经过 fl ' 的所有元素.如果这种对应更适合以下的关 
系： 

(1) {a + b )' = a , + b ' 1 
及 

(2) ( ab )' = a ' b ', 

则称此二环的对应为 同态； 如果把条件 （2) 换为 
(20 ( ab )' = b ' a 1 , 

则此项对应关系称为反 同态； 又如果将条件 （2) 换为 
⑶ (a 2 ) , = a ，2 , 

及 


⑷ 


( aba ) 7 = a ' b ' a '. 
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则此关系称为半同态. 

若对应是一对一的，则此同态，反同态和半同态各称为同构，反同构和半同构. 
同态，反同态都是半同态,但其逆如何？ 

定理1设与 R ' 为二环，记无零因子，若 K 与尺'间有半同态对应，则此 
对应必为同态或反同态. 

【证】 由 （1) 及⑷得 

( o 6 c + cba )' = ((o + c )6 (a + c ) - aba - cbc )' 

=( 0 ; + d ) V { a ! + d )~ a ' Va ' - cff/cf 
= o , i>V + c , 6 V . 

再由 （3) 及 （4) 得出 

(( oft )，- 0 , 6 , )((^) / - W ) 

= (( oh )’) 2 + a '{ b ') 2 a ' - ( a^laby + ( oi >) W ) 

=(( oft ) 2 )，+ ( ab 2 a )' - ( ab ( ab ) + ( o 6)6 a ) / 

= 0 . 

因中无琴因子，故 

(abY = a ' b ' IK b ' a '. 

若圮为交换环，则定理1 成立•若 R ， 非交换环，且对此半同态，有二元 a 与 

6,使 

(5) ( o 6) / = a ' b ' / 1/ a '. 

今利用“传染法”来证明对于中任一 e 常有 

(6) ( eb )' = e ' b ', ( ae )’ = a ' e '. 

事实上，若 （ e 6)' = bV 参 e ' J /, 则 

{ ( a ，+ 〆 )《/ 

或 

6 / ( o , + e , ). 

这和所设相违背.类似地可证 （ ae )' = a ' e '. 

今假定有二元素 c 与 d , 使 


( 5 ) 


{ cd )' = d ! c ' + di . 
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与前面一样，对中任一元 e 常用 

(6，） （ ed )’ = d ! e ', { ce ') = cV . 

考査下面的 式子： 

{ ( a ' + ^)( l / + df ) 

((a + C )(6 + d))，=j 或 

[ (1/+ d ')( a '+ </) 

由等式 （5), (6), (5') 及 （ f ) 可知，以上两种情况都是不可能的，故知对于任意一对 
c 与 rf ， 常有 ( cd )' = dd !. 故为同态. 

同样可以得反同态的情况.定理于是获证. 

特别是体与体之间的半同构一定是同构或反同构. 

月与疋之间之对应关系如满足以下二条件者称为 Jordan 同态： 

(1) (a + b )' = a ' + b ' 


(2〃） ( a 6 + 6 a ) / = a , 6 , + 6 V . 

定理 2 凡半同态一定是 Jordan 同态. 

【证】 

(ab + baY = ((a + 6) 2 — a 2 - b 2 )' 

= ( a ' + 6 , ) 2 - a ,2 -6 ,2 = o , 6 , + bW . 

定理 3 若环 iT 中有次之 性质： 由 2 a = 0可以得出 a = 0,则 Jordan 同态 
一定是半同态. 

【证】由⑴及（2»)各得 

(a 2 + a 2 r = 2(a 2 r ， 

(a 2 + a 2 r = 2(a0 2 , 

故得 ( a 2 )' = a 12 . 又由 


2 aba = a (6 a + ab ) + (6 a + ab)a — ( a 2 b + 6 a 2 ) 


可得 


( aba )' = a ' b ' a .'. 
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定理4二体 A ： 与欠'间的同态（或反同态）必为同构（或反同构). 

【证】 命 a — V 为瓦与 W 间的同态， 以 N 表 K 中所有的对应于中0的 
元素所成的集合.若能证明 W 只有零元素，则此对应是一意的.盖若 a — V ，6 — 心 
则 (a — 6) —► 0. 故得 a = 6. 

若 N 中有一元素 c # 0,命6为欠中的任一元素，则 

6 = (6 c - l ) c -»( bc- 1 )V = 0, 

即 K 中所有的元素皆对应于 A ：' 中的零元素.这与^为体的假设相违背. 

此定理对半同态也真. 

-体与其自己的同构对应称为该体的自同构（同样定义反自同构，半自同构等 
等).连续运用两次自同构还是一个自间构.一体的诸自同构对于自同构的连续运 
用这种运算而言组成一群,其单位元称为全等自同构（或单位自同构).连续运用两 
次反自同构，便成为一个自同构.如果 A " 是体而非域，它有一个反自同构，则诸自 
同构与反自同构成一群,它以所有自同构所成的群为正规子群，其指数为 2. 

体之半自同构的研究 与一维 射影几何有本质上的关系.因之，本章中将列举- • 
些常见的域和体的半自同构. 


§ 5 素域与实数域的自同构 

-素域显然只存在一个自同构 a - a , 即使每一元素都不变的自同构.盖0 « 
0,1 ^ 1,故自然数若特征为 p , 结论显然正确.若特征为零，则 
即任一有理数都不变，故得所云. 

最 常见的域是实数域，但定出实数域的自同构并不是一个容易问题.同时，解 
决了这一个问题，也就解决了直线上射影几何的基本定理.在数学史中有过多次不 
成功的尝试，到1880年 Dardoux 才首先解决了这一问题. 

定理1实数域仅有全等自同构. 

【证】 今用 fl # 表示所有实数组成的域，假定 

a —* a ' 

是舻的一个自同构.由1 « 1可知所有的整数都对应于自己.因之，每一个有理 
数也对应于自己. 

因为栌中任一正数都可以表成为其中一数的平方，其逆也真.由 a 2 可 
知，正数一定对应于正数.因此，如果 a> 6,则 a' > «/，并且反之亦然. 
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命7是一实数，则我们可以找出两个有理数所成的序列： 

ai < 02 < • • • < 7i 
bi > 62 ^ > 7. 

并且 lim o „ = lim b n = 7 - 设 * y — Y . 因为 4 = Oi ， 6J = 所以 


ai 彡 a2 < t»3 彡 … < Y ， 

61 彡 62 U T 7 , 


故得 7 =夕.即明所证. 

注意，有理数所成的域 fl 仅有一个自同构，实数域也只有一个自同构，但 
是在与 il # 间的域确可以有其他的自同构.例如，由 a + bv /5,( a ,6 e JI ) 所成的 
域,就有两个自 同构： 

a + by /2 «-* a + by /2 


及 


a + by /2 *-* a — by /2. 


又如在有理数添进 < 圆周率）所得的域有以下一些自 同构： 
an + 6 

71 ㈠ 

此处 a , 6 , c , d 是有理数，且 ad - fee / 0 . 所以这域有无穷个自同构.（这域也就是有 
理系数的 ir 的有理函数所成的域 .） 

现在要问复数域的自同构是怎样的？以前数学家曾猜测过复数域 C 上只有两 
个自同构，即 

⑴ 

及 
( 2 ) 


a + 6t «-* a + 6t (全等） 

a + bi *-* a — bi (共箱 )• 


根据 1910 年 Steinitz 发表的关于域的代数理论，这个猜测并不正确，我们将在 §7 
中谈到.但是在此我们将指出，在某些条件下，这猜测是正确的. 

定理2 命 F 为所有有理复虚数所成的域，即当 a , 6为有理数, a + bi 所成的 
域.此域仅有两个自 同构： 全等与共轭. 

【证】有理数显然变为其自己.假定 i — j , 则由 i 2 = -1 可知 j 2 = -1, 故 
)= 丨或 -i. 这就证明了定理. 
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定理3域 （7 的连续性的自同构仅有 两个： 全等与共轭. 

此由定理2及 F 在 (7 中处处稠密的性质推出. 

所可注意者，在实数域中连续性乃自同构的推论，而复数域中不能推出自同构 
的连续性. 

定理4域 C 中变实数为实数的自同构也仅有 二个： 全等与共辆. 

【证】此时由 C 的自同构可以导出的自同构.由定理1，此自同构变任 
一实数为其自己，由此及定理2之证明即得出本定理. 

§6 线性相关与有限域 

定义1命 A •为一体， L 为其一子体,若对 A ： 中之 n (有限）个元素 <,,••• , tn , 
在 L 中有不全为零之 ai ，…， a „ ，使 

dlti + <12丈2 + … + Cl n t n — 0, 

则 tl , ••- , t n 称为对 L 左线性相关（或互依).若无此叫存在，则称为左线性无关. 

若 K 之一子集 S 中任意有限个元素皆对 L 左线性无关，则此集 S 被称为对 
L 左线性无关. 

定理1 若 L 是 A ： 的子体，则在 K 中有一对 L 最大的左线性无关集存在. 
换言之 ，凡 中有一集夂其中任意有限个元素皆对 L 左线性无关,但若再加入 K 中 
任一元素，即丧失此种性质. 

【证】假定 K 中的非零元素已经样成 良序： { e u }, 我们现在定义一串的左线 
性无关集{5„}：若 w ' < w , 则 Q Si 今用超限归纳法定义这些& 如下： 

首集就是 A = {eiHd / 0) •若对1/ < w 之&皆已定义,今定义若 e w 与 
U 线性相关，即命= U 又；若〜与 U 又线性无关，则命九为集合 

l/<W l/<LJ l/<W 

U S „ 再添上 e w 所成的集合 

显然& 是线性无关的，且当《/ < o ; 时，& e 于是所有的&的总集就是 

所求的最大的左线性无关组. 

定义2 对 L 的最大左线性无关集（为简便起见）称为 K 对 L 的左线性 
基. 

若不致于引起误解，我们将简称为线性基或迳称为基. 

显然有 

») u Su 表示所有</ < W 的集合 Sp 的元索的总集合. 
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定理2 设 L 是 K 的子体，一元素组 S 是线性基的充分且必要条件，为 K 
中元素可以唯一地表为 S 中有限个元素的一 次式： 

^^OiXi (aj £ L,Xi Q S ). 

i=i 

定理 3 设 L 是 K 的子体，且有一个有限基 S = { ei ，… , e n }, 则其他的基 
B ' 也是恰有 n 个元素. 

【证】 命 B ' 表另一基假定的元素的个数多于 n , 由于 B 是基，所 
以 { ei . d . - . cn } 是线性相关的.吾人顺次考査 W , ei ，…， e „} 丢掉那些元素是 
与它前面的元素线性相关的，如此得出一个基 { ei ./ 2l ••- ,/„<}, 此处々,••• ，/ n ， 是 
ei , •• - , e „ 中的 n '- 1 个元素，而 n ' + l < r ». 

再考査，由于是线性无关的，自/ 2 起，逐一研究，丢 
掉那些与它前面的元素线性相关的，因而得出 

«，仍,…， g n " } in " + 2 < n ). 

此处 9 sr - ,9 n - 是凡…， /»< 中的元素，也是 e 1( ••- , e „ 中的元素，续行此法，经 
过有限步之后，得一组基 { e ^ ，■ - , e \) (m < n ), 这和 B ' 的元索的个数多于 n 相 
矛盾. 

若 B 的元索的个数少于的元素的个数，可以得出同样的矛盾.故 S 的元 
素的个数与的元素的个数相等.故得定理. 

由此定理可见，基的元素的个数，并不因基的选择而变,这个个数称为体 A ■对 
L 的次数，用 [ K ： L ] 来表示.若 A ： 对 L 的基有无限多个元素，则记为 
\ K - L \ = oo . 

定理4 若 L & K 的子体， M 是 L 的子体，则 
[ K ： M \ = [ K ： L ][ L ： M \. 

【证】如果其中有一个是 oo , 则定理显然，自毋待证. 

假定 si ,--- , Sm 是 A ： 对 I 的基， ei , -- , e „ 为 L 对 M 的基我们要证明 
e } s k (l ^ n ) 就是对 M 的基由假定， A ： 中任一元素 a 可以表为 

y^afcgfc ( a fc € L ). 

fc=i 

因为 a fc € L , 故 a fc 又可以写成为 
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a = ^2^2 a kjejS k , 
fc=i j=i 

即 / C 中任一元素可以表成为 ey fc 的一次式. 

今再证明 {e jSfc } 是线性无关的. 盖如 M 中 有陶使 

535Za fcj ejS fc = 0, 

fc=i i=i 

则由 Sl ,.••，《„« 的无关性，可知 

^a fci e j =0. 

3=1 

又因{勺}线性无关，故必有 o fci =0. 于是证明了定理. 

〔例 1) 四元数体 Q 对其中心的次数为 4. 四元数体对 {l,i } 所演成的子体 
的次数是 2. 

关于§3中所谈到的单代数扩体，有次之 
定理5 [K(a)-.K] = n. 

定理6 (Wedderburn) 仅有有限个元素组成 的体欠 一定是域,其元素的个数 
为其特征数 P 的乘幂. 

【证】我们采用 Witt 的证明.命 P 为 A" 的素体. [K：P] = m , 由上所述可见 
K 的元素的个数等于 p m . 

设 A： 的中心 Z 有 9 个元素及 [KZj = rt ，则 K 显然有个元素.命 a 为欠 
中之任一元素，与 a 可交换的元素所成的集合以欠。记之 . 尺。为一体，且包有 
故的元素个数为 9 d . 因 A" a 是 A" 的子体，由定理4, d 为 n 的因子.因中零 

以外的元素 成为尺 的乘法群的一子群，故 A ■中与 a 共轭的元素的个数为 ^1. 

#-1 

事实上，若以 A：* 及欠】分别表示 K RK a 的乘法群，将 A "* 对于子群分成陪 
集,如此一共得到个陪集,而且同一陪集的元素把 0 变为同一元素，不同陪 
集的元素把 a 变为不同元素.命6 e /f, e 可知 
bkaijbk) -1 = bab 1 . 

又由 

biab^ 1 = 62^2 b^'bia = a6J 1 6j 

可知 b^bi = A € AT *. 故与 a 共轭的元素的个数等于尺*对于子群 K a * 的陪集的 
个数（或称指数). 
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现在把 K 的乘法群分为共範元素组，因而得出等式 

d|n H 

此处中的 d 是经过某些 n 的因子,并不一定经过 n 的所有因子. 

d|n 

设 ^»( n ) 为1,2,… ， rt 中与 n 互素的整数的个数.命 


^ n ( x ) = 17 (® - 石)， 


此处& 经过所有的 n 次单位原根，则 < P n ( x ) 是一个 ¥>(«) 次带整数系数的多项式， 
且对任一 d | n (0 < d < n ), 常有 


命 re = g , 可知 

⑽)1辑 

由⑴可知 
若 n > 1,则 

I = n > (9 - 1 产 n) >9-!- 

与 - 1) 相违背.故 n = 1，即 Z = A ". 

定义3有限个元素所成的域谓之有限域. 

定理7 有限域的乘法群是一循环群. 

此定理乃下述群论中的定理的一个推论. 

定理8 设 G 为一有限群，其阶为见若对每一自然数 n ， 在 G 中至多有 n 
个元素适合于 z " = 1，则 G 为一循环群. 

【证】若 a 是一 d 阶的元素，则 d |； V , 且 l , a ,... , a d - i 是适合于 

(2) x d = l 

的元素.由假定,此为 （2) 式的一切解,故有 y >( d ) 个元素,其阶是 d . 因 G 之任一元 
素的阶必为 7 V 的因子，故得 

⑶ N = >p(d). 
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此处 d 过 N 的某些因子. 

另一方面， 1,... 中与 iV 的最大公约数等于 <5者的个数显然等于 ^( y ), 
故 w 

S\N d'\N 

此处 d ' 过 iV 的一切因子.故可见 （3) 中之 d 亦当过 N 的一切因子，即必有一个 
元素其阶为即得定理. 

因在域中，: c " = 1的根的个数不超过 n ， 故定理7获证. 

定理9 具有 p n 个元索之有限域，恰有 n 个自同构： 

(4) o -» a p， (i = 0， l ，.._， n - l ), 

故自同构也成 一 ri 阶的循环群. 

【证】先证明 a —* a p 是一自同构.若 a -* a p ,6 —* 6^，而 a p =奸，则 
(a - 6 )p = 0,故 a = 6. 故对应是一意的.由 

(o + 6) p = a p + b p , (ab) p = a p bP, 

可知 a -» a p 是一自同构.因之，⑷表示 n 个自同构. 

今再证明这 n 个自同构外，无其他的自同构.域 K 的乘法群既然是循环群（定 
理7)，命 a 为这群的演出元素，即欠内的非零元素可以表为 

o 4 (t = 0, l ,2,--- , p n - l ). 


多项式 


/(*) = tl ( 卜 a p ‘) 

•=o 


的系数是 a ，#, …， af 的初等对称函数.设其一为 
g(a，a p ，… ,a p "~') 


则 


(ff) p = ff(a p , a p2 . a p "~',a) 

= g{a,a p ，■ - ,a p " _， ), 

即 9 的 P 次幂仍为其自己.但; rP = a: 仅有 p 个根0, 1,… ，p - 1, 故 9 在素域中. 
因此 / Or ) 的系数也都在素域中.故任一自同构使 /( z ) 不变.由此立得 a —定变为 
a , aP ,- - , aP n _， 之一.定理己经证明. 
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§7代数相关与复数域的自同构 

本节中假定五是一域, F 是它的子域 • 

定义1若五中的 n 个元素 Xi ，…， a :„ 对 F 有一代数关系，则这 n 个元素名 
为对 P 代数 相关; 所谓代数关系，乃指存在一个系数在 F 中的多项式/(义1，… .^ n ), 
使得 

,x n ) = 0. 

定义2若一组元素 S 中，任意有限个元素对 F 皆无代数关系，则此 S 称为 
对 F 代数无关. 

定义3若一元素满足系数属于 F 的方程式，则称此 a ： 对尸是代数的.否 
则称为超越的. 

与线性相关性相似,我们有以下的代数相关性定理，因其证明与前者完全相同， 
故从略. 

定理1 E 中有一最大的对 F 代数无关组存在. 

定义4此最大的对 f 代数无关组称为 五对 F 的超越基. 

定理2 若 S 是五对 F 的一组代数无关的元素，则 S 是丑对 F 的超越基 
的充分且必要条件为五内任一元素对 F ( S ) 是代数的，此处 F ( S ) 代表最小的域， 
既包 F ， 又包5的. 

定理3设五对 F 有一组有限个元素的超越基 B = {!!,•• • , x n }, 则任一超 
越基也恰有 n 个元素. 

此数 n 定义为对 F 的维数，以(夢)记之 • 

若超越基的元素个数无限，则记为(|) = oo . 

若 E 是 F 的代数扩域，换言之，£中的元素对 F 都是代数的，则(|) = 0. 
若 F ( Xl , x 2 , ■■- , x n ) 表示系数在 F 中的 n 个未定元的一切有理函数所成的域，则 



定义5 设 F 是一域，若系数在 F 中的多项式在 F 中皆可分解为一次式之 
积，即称 F 为代数封闭域. 

复数域是一个代数封闭域，因此以下所讨论的定理对复数域也适用，并可由此 
看出复数域自同构的结构. 

定理4 设五是一个代数封闭域， F 为其子域，则 E 中有一对 F 代数无关组 
T = {^},使£对 F ( T ) 是代数的.又由 T 中诸元素之任一置换，可以得出 F ( T ) 
的自同构，并且这些自同构使 F 中的元素不变. 
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【证】 r 之存在可由定理1及2得出. 

设 ji 是 r 的一个置换，因 f ( T ) 中的每一元素 * 皆可表成为系数在 f 中 r 内 
t Qi ，-, t an 的有理函数，故可命 

t =好(亡 01 ，… ， D - 

今定义对应/为 

f(t) = H(n(t ai ), - ,»(««.»))■ 

如此之/即为 F ( T ) 对其自己的一一对应.盖若/将 F ( T ) 中的不同的元素奶及 
H 2 变为 F ( T ) 中的同一元素，即 

丑 i ( Jt (* ai )， … , Mtc . J ) = H 2 ( n ( t , ai ) ， - ， 

则 n (« a ,), ••- Mf an ) 之间有一代数关系，此为不可能. 

此项对应使 F ( T ) 的每一元素皆被对应到.盖若 

s = H{t ai , ■•- , t 0 „)i 
则 

最后显然有 

/(»+*)=/(«)+/(*), / ⑽ = mm, 

故/是一个使 f 不变的, _ F ( r ) 的自同构. 

定理5 设 F 有 一 自同构 a «-» a T .命 

p(x) = OnX n + a„_ix n_1 + • • • + o 0 

是中的一个不可分解的多项式，在 £； 中有一根 0 .若 

P T (x) = a ； x n + a；.,!"' 1 + ■ • • + a5 

在 E 中有一根则 F ( c 0 与 F (0) 同构. 

【证】此 p ^ x ) 也不可分解.盖若不然，我们可以施行 T 之逆置换而得出一 

矛盾. 

F ( a ) 与 F (/3) 的对应确定为 

9o + gia + --- + 9„_ia n_1 <-» gj + QiP + ••• + H -1 • 


这一对应极易证明是一同构. 
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显然有 

定理6若一单扩域 F(a) 有一自同构，使 F 中的元素不变，此自同构使 a 对 
应于0， 则 a 与/3适合同一不可分解多项式. 

因此，如果 p(;c) = 0在尸⑷中有 r 个根， a = ai, - ,a r , 则在 i^a) 中恰有 r 
个自同构，由 a e 且使 F 的元素保持不变. 

例如，设尸是有理数域则 F(^2) 仅有一个自同构，但若 F 是域 R ( e 2 ^ 3 ), 
则 F ( V 2) 有三个自 同构： 

^2 *-*^2, \/2^ ^2 6 2«/3 ( ^2 v^e 4 "^ 3 . 

定理7设£:对 F 是代数的，又£是代数封闭的，如果有一个同构对应把五 
映入自己,且引出 F 的一个自同构，则此同构关系就是 E 的自同构. 

【证】设所说的同构关系是 a «■» <r(a), 假定 ( t ( E ) = E \ 如果 £；* = 则定 
理毋须证明. 如五 * #五，则£中至少有一元素 a 不在£•中，假定 a 所适合的 F 
上不可分解方程是 

/(*) = 0, 

此方程有一根 a 在五* 之外.运用 a 之逆，命对应于/⑷的多项式是以0：), 则丑 
中不能有 p(:r) = 0的一切根,此为不可能者（注意 f 与 g 的次数相同). 

定理8 (Steinitz ) 设£对 F 是代数的，又£为代数封闭，则 F 的任一自同构 
可扩张为£的自同构.换言之，如果 a ^ /(a) 是 F 的一自同构,则可找到五的一 
个自同构 a ㈠ e(a), 使在 F 上 /(a) = e(a). 

【证】把 B 中不在尸上的元素排成良序集 


ei < …< e u < • • • • 

今用超限归纳法来证明本定理.我们作出域的集合 {fL,}： 
F = F 0 CFiC---CF b ,C--- , 


具有以下的 性质： 

I . 对每一域兄，有一 同构九把凡 映入 五中 ，而/ 0 = /; 

II . 若 /i < »/,则在心上厶与厶互相 一致; 换言之,若 a e 仏 ，则厶⑷= /». 
命 k = y 凡，此夂显然是一域.对 a * 我们定义以下的同构3: 

如果 ； C €凡，则 

»(*) = M *). 


9 显然将 A： 映入£中•命 g ( K ) = K \ 定义兄= A^eJ. 设 p(；E) 是〜所满足的 
系数在 if 中的不可分解多项式，经同构 g, P 0c) 变为 p*(a:), 这 P *(aO 在 AT* 中也显 
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然不可分解.设心是 p*(ar) = 0的根，且在丑的排列次序中排在最前的—个（心 
的存在，由五的代数封闭性可得出).易见 

F U) = K(e ul )^K^e'J. 

此项同构关系用九来表示.厶在 K 上显然是和3 —致的 • 所以在< w ) 上 
和尺是一致的 • 

显而易见，五 =U 凡 •• 今定义 

e ( x ) = f u ( x ) (x € F u ), 

将九 扩展 到五. e 把 £； 映入 自己. 由定理7,6是£的自同构. 

§8超越扩张的自同构 


定理1 设 F 是一域， F(x) 是系数在 F 中的有理函数域（亦称 F 的单超越 
扩张)， F ( x ) 的自同构，其使 F 的元素不变者，一定是 

x —♦ (ad - be jtO). 

cx + d 

的形式. 

【证】假定该同构把 a ： 变为 y ， 则 F ( I ) = F(y), 即域 F(x) 也是 y 的有理函 
数所成的域,此定理可由下面的定理得出. 

定理2 F{x) 中之任一演出之元素 y 之形式是 

V= (ad-bc^ 0). 

cx + a 


【证】设 


9{x) 


((/,») = 1 ). 


则 9 { X)y - f ( X ) 是一多项式，其系数在 F ( y ) 中.因 g { X ) ^ 0,故可将其写成 
g ( X ) = g n X n +…+卯# 0,又 f ( X ) = f m X m +…（我们并未假定 / m / 0,故可 
设 m > n). 注意，如果_ /„ = 0,则 y 在 F 中，不可能是一演出元素.故若将 
g ( X)y - f { X ) 写成 X 的多项式，则其次数彡 n . 今先证明此多项式在尸⑼闪中 
不可分解.盖若在 F(y)[X] 中此式能分解，则由 Gauss 定理，此式在 F [ y , X ] 中可 
以分解.因为此式对 y 是一次的，又 { f , g ) = l , 故其在 F [ y , X ] 中不能分解.因之, 
[F(a:) ： F(y)] = max{a°/,5°g}. 但由 F ( x ) = F ( y ) 可知3°/ $ 1 及$ 1,即可写 

f ( x ) = ax + b , g ( x ) = cx + d . 因 y = — 不在 F 中，故 ad — 6 c / 0,而吾人之定 
cx + d 
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理即己证明. 

定义设 A , … ，/ n 是 n 个有理函数，则变换 

Xi = ■■- .* n ) (t = 1,2, ••- , n ) 

称为有理变换.若一有理变换的逆变换也是有理变换，则此有理变换名为双有理 
变换. 

(例1〕 

/ x , -y 
1 = x^' y= ^Ty^- 

定理3设 F 为一域,尸( 11 ，… ， a : n ) 是 n 个不定子 ii , • ■ ■ , x „ 的有理函数所 
成的域. F ( xx , ••- , x n ) 的自同构，其使 F 之每一元素皆不变者，是下列的形 式：设 
X ], ••- , x n 经此自同构变为乂，则 xi , - , x ' n 与 Zi , …， a : n 间的关系式是 
—双有理变换. 

【证】因 F (*1, •• - ,« n ) = - 乂)， 故 Z : 属于 - , x n ),Xi 属于 

- ，: O , 即得 

- , x n ) (i = l ,- - , n ); Xi =9 i ( x \, - , x ' n ) (名=1，…， n ), 

式中 A 与 ft 都是有理函数，其逆显然成立. 

§9四元数体 

命 Q 表实域 F 上的四兀数体，兀素 a . = ao — ait — o^j — a ^ k 称为兀素 a = 
ao + ai * + a2j + a3k 的共辑兀素.了 ⑷= a + o = 2 ao 称为兀素 a 的迹， AT ⑷= aa = 
a § + °? + a 2 + a 3 称为元素 a 的范.显然有 

T(a + b ) = T ( a ) + T ( b ), 

N ( ab )= N ( a ) - N ( b ). 

易见 a -> 5 是 Q 的一个反自同构.因为每一个反自同构都可以从一个自同构 
乘此反自同构获得，因此只要求出全部的自同构，便也知道了全部的反自同构. 
对任一四元数9,我们可作一自同构 

a «-► qaq ~ l . 

这样的自同构称为内自同构. 

定理1 实数域上的四元数体的自同构都是内自同构. 
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我们现在从更一般的实域上的四元数体 Q 来讨论这个问题. 
引理 1 命 a 与 6 为 Q 中二个四元数，则有一 9使 

( 1 ) qaq - 1 = b 

的充分且必要的条件是 

T ( a ) = T ( b ), N ( a ) = N ( b ). 

【证】因为时 =7 V ( g ) 在 P 中，所以由 （ 1 ) 显然有 
B = q -1 og = gag -1 . 

即得 TXa ) = r (6) 及〜⑷= N ( b ). 

反之,假定 

a = ao + ai » + <12 j + « 3 *) 

b = bo + bii + bij + b^k 

及 

oo = 6o . a * + o | + a | = 6 ? + fel + ^ 3 - 

若有一 g 使 

+ 02j + a 3 k)q~ l = bit + 6zi + 63 *， 

则 gag- 1 = b . 故可以假定 ao = 6o = 0 而不失其普遍性. 

命 

9 = 90 + + 92 J + 93 *- 

代入 qa = bq 而比较系数,得出一次联立方程 

+(ai - 6i)qi + (02 - 62)^2 + (<>3 -如)如= 0， 

—(oi — &i)9o - (<>3 + & 3)92 + (<*2 + 62)93 = 0, 

— (<»2 - f >2 )qo + (03 + 63)91 - (°1 + 61)93 = 0, 

—(<*3 - f > 3 )qo + (<*2 + & 3)91 + (°1 +61)92 = 0 . 

此联立方程的行列式等于 

(of + a | + a § - (6 f + + 蛣)) 2 = 0， 


故所求的 9 是存在的. 
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引理2 设 a,6;c,d 是两对非零的四元数.若 

a6 + 6a = 0, cd + dc = 0, 况⑷= N(c), N(b) = N(d), 

则有一个四元数 <7 使 

q~ l aq = c, q 一 1 bq = d. 

【证】由 ad + 6a = 0 可知 —a = 6 _1 o6, 故 T(—a) = !T(a)， 即 7 1 ⑷ = 0. 同法 
证得 T(b) = T(c) = T(d) = 0. 

由引理 1 可知只而证明 a = c 的情况即是.即只须证明有 一 9与 a 可交换，且 
使 qbq- 1 = d. 

用 K 表示由1与 a 所演成的域，即 

K = {r 8a\r, 8 £ F}. 

因为 a6 + 6a = 0, 故《>不在 A •中.由此可知 l,a，6,a6 对 F 为线性无关.因之中 
的任一元素 d 都可以表成为 

d = a + b0 (a,p e K). 

元素 ci 适合 da = -ad 的充分且必要的条件是 a = 0,故 

d = 6办，/? € 欠，即 d = 6(r。 + soa) (r。, a。 € F). 

由 N{d) = N{b ) 可知 

1 = N(ro + «oa) = rj + e»o ( e = W(a)>0). 

因 a 与 》■ + «» 可交换，故仅需证明有一元素 r + 存在，使 

(r 4- sa)b(ro + soa)(r + so) -1 = b, 


即 

比较系数立得 


(r — 8a) (tq + Soa) = r + sa. 


rro + asoe — r, 
rso — sro = s. 

其行列式之值为 

r ° S ° £ . I = -(»o - !) ~ = 0. 

so _r 0 — 1 I 
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故 qr = r + sa 是存在的. 

定理 2 在一实域上所建成的四元数体的自同构一定是 
q(dQ + a[i + + «3*)9 _1 

的形式，其中 t 是该实域的自同构，而 g 笋 0. 

【证】 命 Q 为所论之四元数体， Q 之中心是一实域厂因 Q 的任一自同 
构一定引出 F 的一个自同构，故只需证明，凡 <3之自同构，其使 F 的每元皆不变 
者,是一内自同构即可.盖设V为 Q 的任一自同构, r 为〆在 F 中所引起的自同 
构，则 a = oV-i 显然为 Q 中使 F 之毎元皆不变的自同构.由〆= < tt , 即明所 
说.今设经过此 a, 把 i 与分别变为 a 与6,由 i 2 = j 2 = -l,ij + ji = 0 可知 
a 2 = 6 2 = -l,ob + 6a = 0. 但由 a 2 = -1, 可知 N(a) 2 = 1,即得 JV ⑷= 1. 同法可 
得 _ = 1 .由引理 2, 有一元素存在，使 

qaq~ l = i, qbq~ l = j, 


故得 

qa(k)q~ x = k, 

即 <7 是一内自同构. 

特别，当 F 是由所有实数所成的域，则由定理2即得定理 1. 

§10广义四元数体 

首先，我们如下地引入广义四元数体的定义. 

设 F 是任意一域，它的特征数也任意.设 a 是 F 中的一个非零元素而 x ^- x-a 
是 F 上的不可约（即不可分解）多项式（因此 F 不是代数封闭域，而1 + 4 a 不是 
F 中的平方元素，如 F 的特征数# 2) .将 z 2 - z - a 的一个根 a 添加到 F 之上, 
我们得到 F 的一个二次扩域 F ( a ), 它由一切形状 
X + Ha (A, F ) 

的元素所组成. F ( a ) 有唯一的一个自同构 

(1) A + /ia—»A + /ia = A + ^(1 — a), 

它使 F 中每个元素保持不变,而不是 F ( q ) 的单位自同构. 

现在在 F 中选取一个非零元素而 6 不是 F(a) 中元素的平方 .设々 是另外 
一个符号，其意在下文中自明.考査一切形状 


xi + x 2 0 ( xi , x 2 e F { a )) 
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的元素所组成的集合 <3. 定义 

XI + X20 = yi+ V20, 若 Xl = yi,X2 = 1/2. 

(®1 + X 20) + ( i /1 + V 20) = (®1 + y \) + ( x 2 + 1/2) A 
(xi + XiP) - (l/i + V20) = {xiyi + x-zVib) + {x\y2 + X2V\)0 - 
于是 Q 对于这样定义的运算组成一环.实际上，除了乘法结合律之外，其余的环的 
公理都显然成立，而乘法结合律可验证 如下： 

[(xi + X20)(yi + j/2/3)](*» + Z20) 

=K®iyi + XiVib) + {X\y2 + X2Vi)0\(zi + «2/?) 

=[(arij/x + X2V2b)zi + (xii/a + x 2 yi)z2b] 

+ [(lll/l + X 2 V 2 b)z 2 + (XlV 2 + X 2 y\)Zi] 0 , 

(*1 + 12/3) [(yi + ViP){zi + 22/?)] 

=(®i + Xi0)[(y\Zi + V2Z2b) + (1/122 + 

=[a ： i(l/i2i + V2Z2b) + Xi{yiZ2 + yn^i)b\ 

+【* 1 ( 1/123 + V 2 Z \) + x 2 (yizi + y 2 z 2 b )]/3. 

计算一下就知道 F 是 Q 的中心.因此， g 中元素可唯一地表作 
oo + aio + a2/3 + 0300 (o* € F). 

我们还可将 F(a) 中的自同构 （1) 扩充成 Q 的一个反自 同构： 

(2) Xl + X20 -» X\ + x 2 p = Xl - x 2 p, 

即 

(3) ao + <»ia + OiP + U3a0 — ♦ ao + ai (1 - a) — a^0 — a^oip. 

显然此反自同构将 F 中元素保持不变.反之，如果 F 的特征数/ 2,则只有 F 中 
元素被此反自同构保持不变.但是当 F 的特征数=2时,一切形状 

ao + 02)3 + d3aP (aj € F) 

的元素皆被此反自同构保持不动. 

我们把 Q 称为 F 上的广义四元数环而把 Q 中元素称为广义四元数. 

设 g = ao + aia + «i2/3 + azoc0 € Q , 定义 

7*(9) = q + q = 2ao + ai, 

N(q) = 99 = a§ + aoaj — aaf — 6a| — 602(X3 + a6a§, 
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r ⑷称为 g 的迹而 iST ⑷称为 g 的范.显然 T ( q ), N ( q ) 6 F , 对一切 g € <?. 如果 
W ( g ) _ 0，则 汉⑷ 就是9的逆.因此， Q 是体，当且 仅当州 9) 〆 0,对一切 
g 笋0,即由 

4 + aoai - ao ? - fea ^ - 60203 + aba \ = 0 
推出 ao =勿= a 2 = a 3 = 0.当 Q 是体时，我们称 Q 为 F 上的广义四元数体. 

设 Q 为 F 上的广义四元数体，则 Q 中任一不属于 F 的元素9皆适合一个在 
F 上不可约的二次方程 

X 2 — T ( q)x + N { q ) = 0. 

反过来,我们有 

定理1 设 A ： 是体， F 是尺的子域而且 F 包含在允的中心之中.假定尺 
中任一不属于 F 的元素都适合一个系数属于 F 的不可约二次方程•如果 A ■不是 
域,那么， A " —定是 F 上的广义四元数体. 

【证】首先，我们断言，如凡不是域，则 F = F 2 这一情形不可能发生.实 
际上，如果 F = F 2 , 那么一定有尺=朽或尺= _ F 2 ( a ) 是巧的一个二次扩域.设 
K ^ Fi , K 中有一个不厲于 F2 的元素《存在而 F 2 ( a ) 就是 F 2 的一个二次扩域. 
如果 A ： / F s ( a ), 那么 A ： 中就有一个不属于 F 2 ( a ) 的元素存在而0 < F 2 ( a ), 
因之 a + /?和 a /3 都不属 于朽. 又因为 f 2 中只有一个唯一的不可约二次方程 
3： 2 + 2： + 1 = 0，所以由0： 2 +0： + 1=0，/3 2 + ；3 + 1 = 0及（0： + /3) 2 + (0! + 办)+ 1=.0 
推出 a 0 + 0 a = 1,于是由 ( a /3) 2 + a /9 + 1 = 0推出 

0 = (a0) 2 + (a0) + 1 = o(0a+1)0+1= a 2 0 2 + 1 
=(a + 1)(0 + l) + l = ap + a + 0, 

所以泛 =(a + l)-*a € F [ a ], 这与办贫 F [ a ] 的假设相违. 

因此我们一 定有/ # F 2 . 

其次,我们断言 ，如尺 中任一不属于 F 的元素的平方都属于那么尺一定是 
域.我们先证明，这时 K 的特征数一定是2.设 a 是 K 中任一不厲于 F 的元素，并 
设 o ： 2 = a € 于是由 （ ar +1) 2 = a *+2 a+l = 2 a + a+l € F 推出 2 a € F . 因 £» 贫 F , 
所以 2 a = 0, 这证明了尺的特征数 =2. 更进一步,我们证明 K 是域.实际上，设 a , /3 
是尺中任意两个不属于 F 的元素， a 2 = a ，沪 = 6而 a , i > e 厂如果/? e F [ a ], 那么 
显然有 a <0 = 加.如果/?耷 F [ a ], 那么 a +/ J 和 a /3 都不属于设 ( a +/?) 2 = c € F , 
则 a 0+0 a = a +6+ c , 于是 （ a /?) 2 = a 0 a 0 = a (_ a 0+ a + b + c)P = ab + ( a + b + c ) aP . 
那么从 ( a 0) 2 € F 推出 a + 6 + c = 0. 因此这时也有⑽ = 如. 所以 K 是域. 

因此我们知道如 K 不是域， A ： 中一定有一个不属于 F 的元素 a 存在，而 
a 2 ^ F . 设 or 适合 F 上的不可约二次方程是 x 2 = ax + b { a,b € F ), 而 a # 0 •令 
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ai = a -^, 那么 ai 适合尸上的不可约二次方程 x 2 = x + a~ 2 b. 因此,我们不妨设 
K 中有一个不属于 F 的元素 a 适合条件 

(4) a 2 = a + a (o e F). 

因 x 2 - a : - a 不可约，故 1 + 4 a 不是 F 中平方元素，若尸的特征数/ 2. F ⑷有 
唯一的一个自同构 

A + ^a—»A + /xa = A + /i(l — a), 


它使 F 中每个元素保持不变，而又不是 F ( a ) 的单位自同构. 

如果 A ： = F ( a ), 那么尺是域,此与 A " 不是域的假设相违.因此 ^( a ). 于 
是 A ： 中有一个不属于 F 的元素/3存在而/3 F [ a ]. 因此 a + <5和都不属于 

F. 可设沪 = 6/3 + c (6, ceF ). 以 ife 表 F 中一个笋0,1的元素.并设 
(a + /3) 2 = 


= p{a + 0) + a , 
(a + k/3) 2 = A(a + kf3) + n, 


(p,(T,X,ti e F ). 


于是 

a 0 + 0 a = ( p - l)a + (p — 6)/3 + a — a - c , 
k ( a 0 + 0 a ) = (A — l)a + (Afc — k 2 b )0 + ft —a — fc a c , 
因 l ， a ,0 在 F 上线性无关，故 

k(p - 1) = A — 1, k(p -b) = Xk - k 2 b. 

因 fc /0,1, 故 p = 6+ l . 因之 


a0 +0a = ba + 0 + d (d e F). 

命负 + + 待定).计算一下可以知道 

01 =(^ +y 2 a + c+ yd) + (y 2 +2xy + yb)a + {b+2x + y)0, 
a0i + 0ia = (2ya + d) + (2x + 2y + b)a + /?. 

因此所 € F 及 aft +&a = 0 1 同时成立，当且仅当 
2 i + y + fc = 0, 1 

-x + 2ay + d = 0 J 

这组线性方程组的行列式等于 4 a + 1 / 0, 因此可以在 F 中求得 a :, %使得所 e F 
而 Q !/^ +^0 = 0 !. 因此我们不妨设 A ： 中有不属于尸的元素/?存在，/3多尸 ㈣ 而 


⑹ 


P 2 = b,a0 + 0a = 0, 



• 30 • 


第一章体 论 


其中6是 F 中非平方 元素. 令 Q 表 A： 中一切形如 


ao + Oja + a20 + a3a0 (oi € F) 


的元素的集合，则 Q 是 F 上的广义四元数体，而 <3有反自同构 

oo + aia + 02 卩 + azfx0 —* ao + a\a + + azafi 

= ao + oi(l - a ) — a3/0 - a3a/3. 

最后，我们证明 A： = Q •如果 A" / Q， 则有 7 e 尺而7贫像前面—样，我 
们不妨假定 

7 2 = c, «7 + 7 a = 7, 

其中 c 是 F 中非平方元素.可以设 


(.0 + 7) 2 - Pi(0 + l) + ^i 
(0 + *7) 2 = Ai (^ + * 7 )+^ 1 , 


(pi,<7i,Ai,/ii € F). 


于是 


<37 + 7/? = Pi0 + />i7 + ai - 6 - c, 


*(/?7 + 10 ) = + 入 1*7 + Mi - b - ck 2 . 

因 1,；9,7 在 F 上线性无关，故 


kpi = Ai, kpi = \ik. 
因 A: # 0,1，故 = 0. 因之可设 

+ = de F. 

又因 (a/3) 2 = -ab, 故同理可设 

( a ^)7 + 7( a /3) = / e F . 


于是 

(a0h = f ~ 7(a/?) =/- (-ya)0 = / - (7 - o^f)P 
=/ - 7/3 4 - ( ory )/3 = / - (d - 办 7 ) + 01(7/3) 

=f — d + + a(d - 0i) = {f~d) + da + p^~ a(0y). 


因此 


( 2a0 - PYf = (f ~ d )+ da . 
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因 - /3 一 0,故 

7 = (2 a 0 - /?) -1 (/ -d + da ) eQ . 

我们得到一个矛盾.定理1至此完全证毕. 

从定理1的证明看出，我们实际上证明了 

定理2 设尺是体， F 是 A ： 的子域而且 F 包含在*:的中心之中.假设尺 
中任一不属于 F 的元素都适合一个系数属于 F 的不可约二次方程，那么， A ： 只有 
以下几种 可能： 

I . 尺= F 或 K = Ra ) 是 F 的一个二次 扩域； 

II . K 是由特征数为2的域 F 添加一些 F 中元素的平方根 所得； 

III . K 是尸上广义四元数体. 

§11体的性质 

定理1 一体中如有一中心以外的元素，则此体可由该元素之诸共轭元素演 

出之. 

【证】 吾人易见，若 6 a , 则 

(1) a = (6-(o-l) -1 6(o- 1 ))( 0 _1 60 -(a- l) _1 6(a - l))- 1 . 

命 K 为一体， L 为由所说元索之诸共轭元素所成之组.设是 L 所演成的 
体.由 （1) 可知，若 a 与 L 中之一元素，如6,不可交换，则 a 必在体中，即 
K \ K , 之任一元素与之任一元素都是可交换的. 

假定此定理不成立，即有一元素 c 在中，由之定义，在中有二 
元素与使 W / / 6'6.因 c , cfe 都在 K \心中，故 （ c 6 )V = i /( c 6) = cb ' b , 此与 
66' 笋6'6相矛盾.定理即以证明. 

由此 定理, 吾人可得出若干推论. 

定义1 设为 A ： 之一子体.若经 A " 的所有内自同构皆不变，则称 
为 K 之一正规子体. 

定理 2 —体的正规子体（非自己）必包在中心之中. 

此乃定理1之另一说法而已. 

定义 2 设 G 为群， G 中二元素 a , 6的换位子定义为 ( a , b ) = aba ~ l b -\ - r 
级的换位子是用归纳法由 


来定义. 


(<»1 ， <»2,… ， Or) = (<*1(02, … ,0,)) 
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定理3任一非域之体之换位子演出此体. 

由 aMa - 1 = ( a ,( b , c ))( c , b )-\ 可知换位子演出之体显然为该体之一正规子 
体，故吾人只须证明，换位子不可能都在中心中.设 a 不在中心中，在此体中选择 
元素6使 oh 參 6« x , 将公式⑴稍加变化，即得 
(2) a = (1 - (o - - 1)6) 

.( a _1 6 _1 afc — (a — l )~ 1 b~ 1 (a — 1)6) _I . 

由此等式可知 a -^ ab 及 （a - (a - 1)6 之一不在中心之中. 

定理 4 如果一体的中心包有所有的换位子,此体必为一域.如果一体中之一 
元素和所有的换位子都是可交换的，此元素一定在中心中. 

为了进一步了解体的性质，我们应当进而研究体的乘法群的性质，怎样的群才 
能作为体的加法群？这是一个极饶趣味的问题，除掉若干特例之外，我们所知极少. 

定义3 对于群 G, 有一中心 G:, 作商群 G/G,, 亦应该有中心 Ga/Gi ，这 G 2 
对 G 是正规的，于是又可以作商群 G / G 2 , 也可考査其中心，这样继续下去,得到一 
个 群列： 

{1} C Gi C G2 C • • • C G„ C • • • , 

我们称此为上中心群列. 

定理5 设 G 为体凡的乘法群，为其中心，则 G/Gi 除了单位元素之外， 
就没有其他的中心元素了，即上中心群列如下： 


{1}CGxCG, CGiC-... 

【证】 若 K 是域, 则此定理显然成立，且 Gx = G. 若 A" 不是域.而 G/G, 
中有一个非单位的中心元素>1.命 /I zaGJa 为4中的代表， Ma^Gi). 

由 


aG\bGi = bGiaGi 


可知 a-^ab € Gi, 即对于所有的 h e G^-^abe G!. 由于 a 不在 Gi 中，故 
可取 G 之一元素使 

ab^ba. 

由等式 （2), 

6 = (1 - - A)" 1 (A^eGx), 

得出矛盾.故定理证毕. 

定义4 设 G 为群，再设 G' 及 G 〃是 G 的子群.用 [G',G"] 表示由所有 (T 
中的元素 a 与 G" 中的元素6的换位子演出的群,我们利用归纳法来定义 


Gi = G， (?2 = [G,Gi].- ■ - , G n = [G,G„_i], -- 
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显然有 


<?i 3 G 2 2 • • • 2 G n 2 • • • , 


此序列称为群 G 的下中心群列. 

我们再定义 

G (0) = G , G (1) = [ G (0) , G < 0) ], -- , C ?< n) = [ G — 1 )， G — 1 )]， … . 

显然有 

G ( 0 ) 2 G ⑴ 2 G ⑵ D - D G (n) 2 …， 

此序列称为群 G 的导来群列. 

若存在一自然数 n ， 使= {1}, JSIJ G 被称为亚 Abel 群. 

定理6 设非交换体 K 的乘法群为 G , 则经过体的运算演出体 AT . 

【证】当1/ = 2时，就是定理 3. 现在用归纳法来证明.假定此定理对1/已 
成立.故中有二元素 a ,6, 使 a * / 6 a . 由 （2) 可知 G u+l 中亦有一不属于中心 
的元素，因为 G v + l 是 G 的正规子群，故由定理1可知 G v + l 也演出体 AT . 

本定理建议了一个值得研究的 问题： 下中心群列是否经常下降，即能否到某一 
步之后，就相等了. 

(例）实数域上的四元体有 

^*1 2 G2 — C»3 =… 

的性质. 

定理 7 —体的乘法群如果不是 Abel 群，就也不是亚 Abel 群.换一句话说, 

—个非域的体的乘法群的导来群列不会终于彳 1} 的. 

要证明这条定理，我们需要以下的两条 引理： 

引理1设 d = Z ( x , y ) 是一体，是由中心 Z 添入二元素 xRy 所得者.若 
xy = " ryx , 

此7 # 1但在名中，则; r 对 Z 是代数的必要且充分条件为 7 是一单位根. 

【证】若7是一 《(> 1) 次单位根，则#与 J / 可交换，即 M 在中心之中，亦 
即 X 对 Z 是代数的. 

若 a ： 对 Z 是代数的，设 Z 所适合的最低次方程为 


⑶ 

/(*) = + ■ 

•• + aii + ao = 0 (a/t ^ 0,Oi € Z). 


用 y 来变换⑶式，即得 


⑷ 

y~ l f{x)y = 

= aki k x k + ••• + oi7i + ao = 0. 
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若 （3) 与 （4) 不完全相同，即将其相减，可得出一方程式,其系数在 Z 中，其次数小 
于这和假设相违背.因之可知 


a fc (7 fc - 1) = 0, 

即 7* = 1- 

引理2 设 /C 表一体，其中有二元素 x 与 v 适合于 zy = < ry ； c , 此在中心 
中，定义 

*1 = (y,l-x) = -x) - 1 w(l - x) = (1 - 7x) -1 (l -x), 

xi = (y,xi-i). 


则有 

(5) xi =xi(x) = J|(l - 7**) (_1)， (1). 

t=o 

【证】当 i = l , 此引理显然成立.假定其对 i -1 成立，则 
XI = v~ x xj\yxi-\ = ( ii - i (7*)) -1 * j - i ( x ) 

= 古 (1 (v) 

t=l t=0 

=n(i- 7 t x) ( - ,), (o. 

«=0 

故对 /, (5) 式亦真.此即证明了引理 2. 

【定理7的证明】设 ft ： 表所论的体， Z 是其中 心. 今只须证明，若 K 中有 
—元素不在 Z 中，则 A " 的乘法群不是亚 Abel 群. 

设 G 为 AT 的乘法群， G (- •)(r = 0, l ,2, - ) 是第 r 个导来群.今用归纳法来证 
明所有的 G( r )(r = 1,2,".)都不在 Z 中. G ⑼=6假定不在 Z 中. 

假定 G( 0 )， … W - 1 ) 都不在 Z 中，而 GW 在 Z 中.命 

a,b, •■- (不一定是可数的） 

是 GW 对 G ^- 1 ) 的傍系（即陪集）的代表，因是 G 的正规子群，故由定理 
2, G 卜《演出体 / f , 即 

K = Z(a,b, -), 

此处 a , 6,…在 G (r _” 中，但 ( a , 6), …却在 G ( d 中，即在 Z 中.因 A " 是不可交换 
的，故可从其中取出两个元素; r , y ， 使 


( x , y ) =7, 
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但7 / 1而在名中. 

由引理2中 I ,的定义可知，当 i > r 时, iz 在 G (r) 中，盖 j / 与 ar,(s < r ) 各在 
G ^- 1 ) 及 GW 之中也.今分两种情形来进行 讨论： 

1.7 非单位根.由引理1, a : 对 Z 是超越的，则对 f > r 有 


不能在 Z 中.盖若不然，则由 

xi (1 - 7 2 * +1 *) “ 二 ） = n C 1 - y 2t x)^\ 

0<2t+l^i 0<2t</ 


比较两边的常数项及: T 的系数可知 


及 


e ( 丄） 

0<2t+l《Z V + 1 / 0<2«( \ / 


此式可改写为 

( : )v = (i-7)*=o ， 

t=0 V * / 

此为不可能者. 

II .若7是1的<?次原根.我们考虑体4 = Z(x,y). 命&是4的中心，显然 
& 2 A 故4 = Z l (x,y). ^ Z x 仅有有限个元素，由引理1, a : 及 y 对&是代数 
的，故 d 是一有 限体； 由定理 6.7 可知4是一域，这与叩/ ya : 相违背. 故 Z! 有 
无限多个元素.因 M 与 y 可交换，且在 A 中，故 


x q = a (a G Zi), 

此为 x 所满足的、系数属于 Z 的最低次方程.盖若不然，设 z 所适合的最低次方 
程式的次数 Y 9 ，则 


f(x) - y~ l f{,x)y = f{x) - f(-yx) = 0, 

即得 =1，与1是一 q 次原根的假设相违. 

因巧= 72/1,对所有的 a € 名1 ，有 


(ax)y = 7!/(似)， 
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由引理2有 

( 

xi = xi(ax) = 17 (1 _ y" 01 / -1 )"* ( 丄） 

= n ( i - 7 t ox ) A * 1 

t=0 

其中 

At = E (- wf 」） 

o<t+ 9 « \ < + gs / 

当 Z > t ■时, i ,( ox ) 在中心 & 中，且 

fl-i 

PJ(1 - 7 *ai) = 1 — (ax) 9 = 1 — aa 9 
t=o 

亦在中心中. 

命 

—N = min A t . 

喻 一 1 

因为 

£ — 亡 (-”*(: ) =0 ， 

e»o t=o \ 1 / 

故 TV 是一非负整数.命 

?—1 

⑹ x,(ax)(l - aa«) w = fj(l - y l ax) Xt+N 

t=o 

=i4o(a) + Ai(a)x + • • ■ + A q -i(a)x q ~ 1 , 

此处 A ⑷中 a 的系数为 

⑺ E(A t + TV)，* = £W J )V = (1-7) Z #0. 

t=0 t=0 t=0 \ * / 

故 （6) 式之左边在 & 中,; c 适合一方程式其次数 < g , 故对所有的 a e 常有 

^4i(o) = 0. 

因 A 有无限多个元素，而央⑷的系数必全为零，故牵⑷中 a 的系数亦为零，此 
与 （7) 相矛盾.故定理证毕. 

与定理7完全等价有 

定理8 —体的乘法群的 r 次导来群演出此体. 



第二章一维射影几何及二级线性群 


§1射影空间及群 

假定 A ： 是一个体.我们现在研究尺内有序的元素对 (xi,i 2 ), 或简称为序偶, 
并假定 A 与 U 不同时为零. 

如果存在有 AT 中一非零元素 p, 使 zi = py\,x 2 = py2, 则两序偶 （ 0 ： 1,2 ： 2) 与 
(yu V2) 称为等价，并写成 

(xi,x 2 ) = p(yi,V2)- 

这个等价关系显然有以下三 性质： ⑴一 序偶与其自己 等价; ( ii ) 若与 (yi,y 2 ) 
等价，则 (yi ， ya) 与 (»i,*a) 等价; （ iii ) 若 (*i ， za) 与 (yi,w) 等价， (l/i ， W) 与 ( 釘，勿 ) 
等价，则 (*i,*a) ^ (2i,2a) 等价. 

依此等价关系把序偶 分类： 每一类中的诸元素都 等价； 不同类的元素必不等价. 
—个序偶类称为一点,这种点的全体称为体 K 上的一维射影空间或射影直线. 
故一点有很多个序偶与之对应，其中之任一都称为此点的齐次坐标.如果巧/ 0, 
则 ar = x ^ Xi 就称为此点的非齐次坐标.仅有一类，其中： c 2 = 0,这类所代表的点 
称为无穷远点，用符号 oo 来表示它的非齐次坐标.所以 K 上的一维射影空间就是 
K 的所有元素加上无穷远点所得的集合. 

命 



表示一个二级可逆方阵.今后命 



的矩阵. 

我们定义 


⑵ 


(n,i 2 ) = p[yi,ya)M 
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为一维射影空间中的一个射影 变换： 也就是 

. | a：! = p(yio + y 2 c), 

\ X2 = p{yib + V2d). 

不难验证,这是一个把射影空间变为其自身的一一变换.射影变换的全体组成一群, 
称为 K 上一维射影群，记之为 PGLi { K ). 

如果我们用非齐次坐标，则 （3) 式变为 


(4) x = x^ l x\ = (yfc + d) -1 (i/a + c). 

再借助于 （1) 式，由直接验算可知 


(ya + c)(-b'y + a!) = (yb + d)(d!y -d), 


因此我们可得 


(5) x = { d ! y - cf )(- b'y + o , ) _1 . 

注意，⑷与⑻式把 y = - db ~ l = n 变为无穷远点 i = oo , 并把无穷远点 
00变为6^0= - d ^- 1 (如果6寺 0) .如果6 = 0,则⑷式变为 

x = d~ 1 (ya + c ), 

这一变换使无穷远点不变.因此我们不妨约定，对 K 中所有的 a 恒有 

oo + a = oo , a • oo = oo • a = oo , 
a - 0 -1 = 0 -1 • a = oo , 
a - oo -1 = oo -1 o = 0. 

注意，以上所述，我们定义了一维“左”射影空间，似乎还可定义一维“右”射 
影空间.我们现在必须说明一维左射影空间和一维右射影空间是一回亊.左空间中 
以 ( x ,, x 2 ) 为齐次坐标的点和右空间中以^ j 为齐次坐标的点是同一点的两 

个不同形式，如果它们适合等式 11-4 = X2 X / 1 的话.这时它们有同一非齐次坐标 
x = ij 1 ■ X\ = x\ ■ Xj -1 . 

定理 1 命 GL 2 ( K ) 表 K 上所有 2 x 2 可逆矩阵所组成的群，命 Z 2 表其中 
心，则 Z 2 由一切形如 


⑹ 


XI 
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的元素所组成，其中 A e 7*，2*表之的乘法群，而且 
PGL 2 (K) ^ GL 2 (K)/Z 2 . 

【证】 GLiiK ) 包有形如 

的元素， K •轰 K 的乘法群.与这些元素可交换的二级矩阵的形状是 

(: ：)■ 

此处 a , b , c , d 在 A •的中心 Z 之中.又如果它与 

(；!>(! 0 

可交换，则它一定是 （6) 的形状. 

其次，若 

M = XN, 

此处 A € Z ' 则显然 （2) 可写成 

(xi,xa) = pX{yi,y2)N, 

故 M 与 N 表同一射影变换. 

最后，我们需证 的是： 如果 M 与 iV 表同一射影变换，则有一中心元素 A , 使 
M = AAT •若 

(ii,x 2 ) = p(yi ， j/2)M = p'{yi,Vi)N, 

则 

(yi ， V2) = p~ 1 p'(yi,y2)NM~ 1 . 

故仅需证使每一点不变的变换的形状是 M = _ u ， 其中 A e 即可.取 （ o , l ), (1,0) 
及 （1,1) 三点，得 



这个变换的非齐次形式是 x = a ~ l ya . 由 o : = 可知 a 属于尺的中心 . 于是 
定理证毕. 
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以下我们将首先研究群 PGL 2( K ) 的可迁性. 

定理2射影直线上的任何真子集都可用一适当的射影变换变到一个不含无 
穷远点的子集. 

【证】如果这个真子集不含无穷远点，则单位变换就适合定理的要求，而如 
果这个真子集包有无穷远点而不含有点 a ， 则 

x = (y- a ) -1 

这个变换就适合定理的要求. 

定理3 PGL 2 ( K ) 是可迁群（即对射影直线上任意两点 a , 6,都存在射影变换 
把 a 变到 6). 

【证】只要能够证明有射影变换将任何有限点 a 变到 oo 即可.显然，射影 

变换 

x = (y- a)~ l 

是将点 a 变到无穷远点的，因而定理得证. 

定理4 PGL 2 ( K ) 中仅将一固定点不变的子群与下列变换 

x = ayb + c 

所组成的群（称为空间的仿射群）同构. 

【证】由定理3,我们只要证明将 oo 点不变的变换之全体组成的群与上述 
的群同构就行了，而这只要在 + + 中令6=0就行了. 

定理5 PGL 2 { K ) 双可迁（即对任意两点 a , 6,存在射影变换使它们变到任意 
指定的两点 c , d ). 

【证】与定理3证明的类似理由，仅需证明任意一对点 a , 6都可以用一个射 
影变换使它们依序变到 oo , 0两点即行.事实上,这个变换是存在的，因为依定理3 
有一个射影变换: H 存在,它将点 a 变到 oo , 而将点&变到某一点 c , 以 T 2 表变换 
a : = y - c , 则7\ . r 2 就将 a 变到 oo 而将&变到0,因而定理得证. 

定理6 PGL 2 ( K ) 中将两个固定点不变的变换所组成的群与下列形式的 
变换： 

x = ayb 

所组成的群（称为等价群）同构. 

【证】与定理4类似的理由，由于 a : = aj /6 是使 oo 和0两点不变的射影变 
换，因而知本定理成立. 

定理7 PGL 2 ( K ) 三可迁（即任意三点都可变到任意指定的三点). 
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【证】只要证明给了任意三点，都可找到一个射影变换 T, 使 a：T = oo,6T = 
0,cT=l. 事实上，依定理5,有一个射影变换存在，使 aD = oo,W\ = 0. 假定 
奶= d .令 r 2 表变换 I = tr 1 !/, 则 r =乃乃即适合要求，因而定理证毕. 

定理8 PGL 2 (K) 中将三个固定点不变的子群与下列形式的变换： 

x = aya -1 

所组成的群（称为相似变换群）同构. 

【证】由于 z = aya- 1 恰是使0, l,oo 三点不变的射影变换，因而知定理成 
立. 

令以 a 表 K 的任意半自同构，则变换 

x = {y a b + d) -1 (y <7 a + c) 

称为射影直线的广义射影变换，射彩直线上的广义射影变换之全体组成—群称为广 
义射影群. 

§2调和点列和一维射影几何的基本定理 

在本节中我们将证明特征数/ 2的体上的一维射影几何的基本定理（定理1 
及定理 2). 首先我们定义 

定义以和^表射影直线上的四个点，称它们组成一个调和点列， 
如果有 

(1) (12 - I4) _1 (l2 - 13)(*1 - 13) - 1 (3：1 _ *4) = _1. 

定理1射影直线上的广义射影变换必将调和点列变到调和点列. 

【证】任意广义射影变换都是一个射影变换和一个半自同构的乘积，因此只 
需要对这两种变换来证明本定理就行. 

第一种变换.设 a: = (yb + ^iya + c) 为一射影变换，则应用（I. 4 )与 （1.5) 就 
有 

Xi-Xj ={yib + d) _1 (y« a + c ) - - ^)(_b'Vj+ a’) _1 

=(Vib + d) _1 [(Via + c)(-b'yj + o') 

- {Vib + d^y, - cf)](-b'yj + a')- 1 
=iyib + d) _1 (y< - yj)(-b'yj + a'y 1 . 
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于是 

(x 2 - - *3)(*1 - 13) _1 (II - 工 4) 

=(-b’y 4 + a')(y2 - J /4) _1 ( l /2 - w)(yi - !/3) _1 
- (yi - !/4)(-6 ’JM + a ')— 1 . 

因此，如果 XLX 2. X 3. X 4 组成一调和点列，则经一射影变换所得的四点亦然. 

第二种变换.设 a 为半自同构，由第一章 §4 定理 1 知或为自同构或为反自 
同构.当 <7为自同构时定理显然成立.今证 a 为反自同构的情形. 

首先，我们有等式 

(2) a _1 (o± 6)6~ 1 = 6 _I (o± b)a~\ 

其中 a, 6 为尺中任意两个非零元素.由 （ 1) 两边各左乘 （勿 - a)- 1 • (吻-心),右 
乘 （ a：i - 以广 1 , 得 

⑶ (®2 - - 13)(11 - *3) _1 

= -( X 3 - Sii ) -1 ^ - *4)(*1 一 au ) _1 . 

应用等式⑺于⑶式的两边得 

⑷ （: ci - X3) _l (*a - x 3 )(x 2 - xi)" 1 

= -(xi -x 4 ) -1 (a ：2 -^ 4)(*2 -a ： i) -1 - 
由⑷式两边各左乘 （a — a: 4 ) 右乘 （巧 - xj)(x 2 - Z 4 )- 1 得 
(5) (*i - x A )(xi - x 3 ) -1 (a ：2 - x 3 )(x 2 - a: 4 ) _1 = -1. 

将反自同构 c 作用于 （ 5) 式两边就得出 

㈣ -- x %)( x 1 - xf )- 1 ( x ?- xj ) = - l . 

这就是说， xf , xf , x 5， xj 也组成一个调和点列，至此定理证毕. 

反之,我们有 

定理2 射影直线上的一个一一变换将调和点列变到调和点列者必为广义射 
影变换. 

【证】 设 T 是这样的一个变换，则依定理 1.7 知有一个射影变换 p 存在，使 
得将 O , l , oo 三点不变.此 P 当然是一个广义射影变换，且: Tp 仍是使调和点 



§2 调和点列和一维射影几何的基本定理 


•43- 


列变到调和点列的一个一一变换.因广义射影变换全体成群，所以我们仅需证明将 
0,l,oo 三点不变且将调和点列变到调和点列者必为广义射影变换就行了.设 t 为 
这样的一个变换，我们将证明 t 是的一个半自同构. 

以，表点 a: 在 t 之下的像，则由假设知 

0 T = 0， 1 T = 1, oo T = oo . 

设 a;,y 为尺中任意两个元素，令 

Xi = 2x, X 2 = 2y. 

而且令 * 

(6) a：3 = +* 2 ), 

则 

(*2 - 一 13 广 1 = - 1 , 

因此12^3,00四点组成调和点列，因 T 将调和点列变到调和点列，所以我们有 

于是 
⑺ 

由⑹及⑺可推出 

即 

当1/ = 0时我们有 
因此就有 

⑻ (x + yY = x r + y T . 

如果令 A = x,x 2 = l-z, 取3：3使 Xi,i 2 ,i 3 ,0 四点组成调和点列，因而 a：3 = 2iix 2 . 
由 x \, x t 2 , x t 3 ,Q 仍是调和点 列得： rj = 2 x \ x t 2 , 所以 


*3 = 2(*1 + 1 5 )- 
[i(xi+i 2 )] T = i(xI+x5), 
(x+yr = ^[(2xr+(2yn, 

: T = \(2xy. 


[2x(1 - ®)] T = 2x T (l - x) T . 
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于是 

x r - ( a^r = x T - { x r ) 3 , 

即 

(x 2 ) T = (，) 2 . 

于是 

{xy + yx) T = [(i + y ) 2 - x 1 - » 2 ] T 

= t(* + y ) r } 2 - (* T ) a - (y T ) a = *V + v 乂 

因此由第一章 §4 定理 3 知 r 为半自同构,所以此变换为广义射影变换.定理证毕. 

§3射影对合 

定义1 设 a , b 为射影直线上任意两定点，一个依下列 法则： 

(1) ( x , y , a , b ) = -1 
即 

(2) (y - b)- J (y - a)(x - a) _1 (x - 6) = -1 

将 y 变到: r 的变换显然是一个射影变换，这种射影变换称为第一种射影对合，点 a 
和点6在变换 （1) 之下不变,称为第一种射影对合 （1) 的固定点. 

显然，第一种射影对合由它的固定点所唯一决定.如果在⑴中令 a = 0,6 = 00, 
则第一种射影对合就取下列 形状： 


⑶ 


因而其矩阵为 

(二) . 

一般说来，任何第一种射影对合在相似变换之下，都可以化成这种形状.实际上, 
(1) 的矩阵是 
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定理1 一非中心矩阵 M 表一第一种射影对合的充要条件为有一中心元素 
A 存在，使 

(AM) 2 = /. 

这个定理的证明有赖于以下纯代数的引理. 

引理1 设 M 为非中心可逆矩阵，则 M 2 = I 成立，当且仅当有一可逆矩阵 
P 存在，使得 



【证】如果 j 尸，则显然有 M 2 = J .反之，设 M 2 = A 
将 M 写成 

⑷ ：)■ 

则由 M 2 = J 得出 


( 5 ) 


a 2 + 6 c = cd + d 2 = l , 
ab + bd = ca + dc = 0 . 


我们分三个情形来讨论： 

⑴6 = c = 0,则 a 2 = d 2 = 1.因 M 不是中心矩阵,所以必须 a = l，d = -1 或 
a =- l , d = l . 在前一种情形有 



因之，可取单位矩阵 J 作为在后一种情形有 



这时 

(。)七 : H : 

( U ) 6/0.由 （5) 中解出 c 和 d : 


c = 6 -1 (1 — a 2 ), d = — b ~ l ab . 
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于是 


^ 6- x (l-a 2 ) -b^ab y 


(“。 ,）( 二丄 )(: 


0 

0 b 


因 A " 的特征数/ 2,故 


可逆，所以 


U 。 乂 H 


0 

0 6- 1 


( iii ) 6 = 0而 c / 0. 由于 


：)(--)■ 

齋形 ⑻去.至此引理证毕. 

尝理1.设 M 表具有固定点 a 和6的第一习 
圮素 A 存在，使得 

二： 0(^) (丄二 r ' 


所以这个情形可以化到情形 （ ii ) 去.至此引理证毕. 

现在让我们来证明定理1.设 M 表具有固定点 a 和6的第一种射影对合的一 
个矩阵，则有 K 的中心元索 A 存在,使得 


则 ( AM ) 2 = /. 反之，设 M 为非中心矩阵且合于 
( AM ) 2 = I , 

而 A 为中心元素，则依引理就有 P 使 


因 ( 2 -i ) 为第—种射影对合, 所以 M 亦然.定理证毕. 

定理2 任意两个相异的互相交换的第一种射影对合，在相似变换之下可以 
同时化到具有矩阵(二 _°1 ) ^ ( J o ) 的变换 


= -y 和 x — y ~ l . 
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【证】设忒丑为两个相异的互相交换的第一种射影对合，适当选取变换矩 
阵4和 B 的系数后，我们可以假定 

A 3 = 1 , B 2 = I , AB = \ BA , 


而 A 为中心元素.不失普遍性，可以假定 



由 


b = a 2 b = xaba = x 2 ba 2 = x 2 b . 


可以推出 A 2 = 1，因而 A = ±1. 如果 A = 1,则 AS = 于是 B L ^ J , 

因而 6?= 拷 =1, 那么 4 和 S 表同一射影对合，此为不可能，因此 A = -1. 由 

/IS = - J 5/1 可以推出 B = f 。〜丫于是及-广' ^ Y 因为 

\b2 0 J \b~ l 0 J 



所以/ I 和 S 同时化到了定理所要求的形状. 

定理 3 两个第一种射影对合相交换当且仅当它们的固定点组成一个调和点 
列. 

【证】根据定理 2 , 两个相交换的第一种射影对合在相似变换之下,可以同 

时化到（：: ) •可是 -1 ) ^ ( 1 0 ) 的固定点°， 。0 

和 1,-1 组成调和点列，因之原来的四个点也成调和点列. 

反之，设两个第一种射影对合的固定点组成调和点列.这四个点在射影变换 
之下，可以变到 O , oo ， l ,-1， 因之，在此射影变换之下，这两个射影对合就变到了 

(J : ! j 和 （J J j . 因为射影对合（： j !) 和 （Y : ) 可交换，所以 
原来的两个也可交换. 

定理 4 设 a: 2 = - 1 在体中无解,则只有两个互相交换的第一种射影对合.否 
则，互相交换的第一种射影对合的个数会大于 2. 
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【证】 射影对合 | 


° 互相交换.假定有两个以上互 

实中的两个同时变到了 

?二 y 设第三个射影对合为 C , 我们可以假定 C 2 = J ，因为 


相交换的射影对合，依定理2,可以假定其中的两个同时变到了 


、 0 1 0 
0 -1 J 、0 -1 


所以 


可是由 



又推出 a = - o - 1 , 因此 a 2 = -1, 这是不可能的，除非 x 2 = -l 在体中有解. 

定理5除了含四元数体作为子体的那些体以外，我们顶多有三个互相交换 
的第一 种射影对合.而对于含有四元数体作为子体的体，我们恰有五个互相交换的 
第一种射影对合. 

【证】如果方程: r 2 = -1 在体中不可解，则依定理4有且仅有两个互相交 
换 的第一 种射影对合. 如果: r 2 = -1 在体中有解，以 i 表它的一个解，则依定理4 
的证明，我们有三个互相交换的第一种射影 对合： 



如果还有第四个与上面三个互相交换的射影对合，则依定理4的证明，它一定具有 
形状 

(；- o)' 

而 a 2 = -1( 因而 a _1 = - a ). 由 



；)=-(-« o)( ° 


可以推出 ia = — at . 
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现在假定有一组互相交换的第一种射影对合： 

(::), ㈡, :h 

则 

(6) OrO, + a t Or =0 (r ^ s), 

aj = —1. 

因为当 3 时， 

(aio 2 - Or)(a 2 ai - Or) 

— aia^ai — a r a2^i — ®i®2®r + o? 

=1 + 0i02a r - aia20r -1 = 0 ， 

所以我们—定有 a r = 0 i 02 或 Or = osai , 但 ajaa + a^ai = 0, 因此方程⑹除去一 
个乘积常数之外，只有一个或三个解.如果 （6) 只有一个解，则我们有三个互相交换 
的第一种射影 对合： 

a：)' (：：)• 

如果 （6) 有三个解则我们就有五个互相交换的第一种射影 对合： 

( 二 ),M, (--)■ CO' (--)• 

这时如果把关于中心线性无关的元素 i , j , * 添加到体之中心上去，我们就得到一个 
四元数体.反之，如果我们的体包有四元数体作为子体，我们确有五个互相交换的 
第一种射影对合.定理证毕. 

定义2两个互相交换的第一种射影对合之积称为第二种射影对合. 

与定理1平行,我们可以证明 

定理6 —个非中心矩阵 M 表一 个第二种射影对合的充要条件为有一个中 

心元素 A 存在，使得 

(XM) 2 = -/. 

如同定理1 一样,这个定理有赖于 

引理2 设 M 为非中心的可逆矩阵，则 M 2 = - J 成立当且仅当有一个可逆 
矩阵 P 存在,使得 
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【证】设从二尸 ― 1 


P ， 则 M 2 =尸一 1 


• 反之，设 M 2 = -人将 M 写作 M : 


=(二: 


：)(：：： 


，则由 M 2 = -/ 可以得出 


⑺ | a 2 + bc = cb + <P = -1, 

| ab + bd = ca + dc = 0. 

我们分下面三种情形来 研究： 

⑴6/0 •由⑺ 中解出 c 和 d ，有 

c = 6 _1 (— 1 — o a ), d = —6 -1 a6. 

于是 

° , 6 ) 

\ ft-^-l-a 2 ) -6-*a6 / 

=0；0(° ：)(--)(： o )(-)- 

( ii ) 6 = 0 而 c 〆 0. 因为 


所以这个情形可以化到⑴去. 

( iii ) b = c = 0 . 这时 a 2 = d 2 = -1. 如果 a ^ d , Wi a - d jt 0 . 所以 



因而也可以化到⑴去. 

现在我们来证明定理6.设 M 表第二种射影对合，则有一中心元素 A 存在，使 
得入 M = AB , 而有 A 2 = B 2 = I , AB = - BA . 因此 


( AM ) 2 = ABAB = -BAAB = - I . 
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反之，设 M 为非中心矩阵而具有性质 ( AM ) 2 = 依引理 2 就有 

…二） p . 


可是 


所以 




是两个互相交换的第一种射影对合之积. 

【备注1】 如果 z 2 = -1 在中心中可解，则第二种射影对合就是第一种射影 
对合，反之亦然.因为如果 M 2 = -/, 设 A 为 a : 2 = -1 的一解，则 （ AM ) 2 = /,而如 
果 A / 2 = J ，则 ( AM ) 2 = -/. 

【备注2】 周期2的矩阵不全是射影对合.例如，如果 K 是有理数域，则 
( 2丨)的周期是2,可是它不是射影对合. 


§4体上的二级线性群 


设 A ： 为体，它的特征数任意.以 A ■•表 K 的乘法群， A ： 上所有 2 x 2 可逆 
矩阵组成一群，记作 GL 2 (K )， 称为 A ： 上二级一般线性群.显然以下这些元素属于 
GL 2 ( K)i 


⑴ ri2(A)= (“)， T ^=[l i)' 

其中 A，/z e iT •以 SL 2 {K) 表由一切 T ia (A) & T 2 ,(/i)(A,/i 跑过 *：•) 所生成的群, 
显然弘 2 (/0是 GL 2 (K) 的子群.我们把 SLi^K) 称为 K 上二级特殊线性群. 
注意以下这些元素都属于 SL 2 (K )： 
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及 

/ 1 0 、_ ( A_1 0 ) ( "- 1 0 、 （ 卩入 0 ) 

4 V 0 VA- V 1 / I 。 A 八 0 M 八 0㈣- 1 人 

首先，我们来证明 

定理1 GL2(K ) 中每一个元素皆可表成 



其中 s e SL 2 (K ) 而 a e a :*. 

【证】 设 A =(: 2 ) € GL 2 ( A ：) •如果 a # 0,则 



注意,这里 d - ca- l b^0 一定成立.在上面的乘积中，第一个元索是: ^“ co - 1 ), 第 
二个元素是 TniKd-ca^b)- 1 ), 而依 （3) 知第三个元素亦属于 SL 3 (K ). 所以这时 
本定理成立. 

其次,研究 a = 0的情形.因4可逆，这时必有 c / 0,于是 





本定理由（2)， （3) 式推出. 

更进一步我们有 

定理 2 SL 2 ( K ) 是 GL 2 (K) 的正规子群 • 

【证】 依定理1，只要证明 SL 2 (K) 的生成元被形如(二 2 ) (a e / T ) 的 
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元素作用后仍变为 SLi ( K ) 中的元素即可，而这是很显 然的： 

(: :)(“) (二) 
m . 

定理3 SL 2 ( K ) 7欠远包含 GL 2 ( K ) 的换位子群.更进一步，除开 A " =朽的 
情形之外, SL 2 ( K ) 就是 GL 2 ( K ) 的换位子群. 

【证】设 A ly A 2 % GL 2 ( K ) 中任意二元素.依定理1,可以写 



其中 B u B 2 e SL 2 ( K ),\ i ,\ 2 e / T . 因 SLaCK ") 是 GL 2 ( K ) 的正规子群，故有 
A^A^A^A^SLuiK) 



：)(：：)(： ：,)(o 

wk - H ”. 




依⑷式知 


故 


、0 A^aAf'Aj 1 


)e SL 2 ( K ), 


AiA 2 A ^ A ^ e SL 3 ( K ). 

这就证明了 SL 2 ( K ) 永远包含 GL 2 ( K ) 的换位子群. 

现在，我们来证明，除开 K = F 2 这一情形外, SLi { K ) 一定包含在 GLi { K ) 的换 
位子群里.以 C 表 GL 2 ( K ) 的换位子群.我们先来证明，如 ( T 包有一个 T 12 ( A 0 ) ( Ao 6 
in , 则2 SL 2 ( K ). 实际上,如 e 包有 t 12 ( Ao ), 则 《 c 包有 


(i m) Ti2{Ao) (o l) =Ti2(Ao/i_i) - 

当 /i 跑过凡*时, Ao //' 1 亦然.因此 (£ 包有一切 T 12 ( A ) (A e K '). 其次，因 

Ta ' w =(-°1 0 r，sM> (-° o )'' 
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故 (t 亦包有一切 r 21 (A) (Ae A-*). 所以 e 2 SL2{K). 

其次,我们证明，如 A ： /巧，则 (E 包有某一个 T i2 (A). 注意， e 包有 

(“: 

因为 A： 笋丹，所以有 A e 尺•，使1 - A / 0. 因此断言成立. 

综合以上讨论,我们就得出，当 if #巧时， SLi(K) 就是 GL 2 (K) 的換位子群. 
当 A： = F 2 时，我们有 

= SLi{K). 


易证，这时 GL 2 ( K ) ^ e 3 ( 三个文字的对称群).我们知道6 3 的换位子群是三个文 
字的交错群為，因此这时 SL 2 { K ) ji GL 2 ( K ) 的换位子群. 

现在我们来研究 GL 2 ( K )/ SL 3 ( K ) 的 构造. 我们有 

定理 4 GL ^ K )/ SL 2 { K ) s K '/ C , 其中 （7 表 A- 之换位子群. 

【证】以 A — WA ) 表从欠•到 Abel 群 A-/C 的自然同态.设 f b ) € 


GX 2 (AT), 以 


表其逆.定义 


A 


I fiad '- 1 ) 若 d，# 0, 
Vi - bb 1 - 1 ) 若《/#0, 
vK-o / -1 ) 若 〆 / 0, 
•P{da'~ l ) 若 a ' # 0, 


则 



是从 GL 2 (iC ) 到 K ” C 之中的一个映射.我们要证明这个映射是单值的、映上的 
同态映射. 

1.4 的单值性.我们有 
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利用此式即可算出，当 a\V,d,d ! 均不为0时， 

, p ( ad , - 1 )=< p (，- bd ' b '- 1 ^- 1 ) = W - M / -1 ) 

— ( p ( o ,_1 6 , d 6 ,_1 ) — ip ( da '~ l ) 

= y >(— caV -1 ^ -1 ) = tp{—cx!~ x ). 

当 aKd' 中有等于 0 的时候,亦可同样进行计算.这就证明 4 是单值的. 

II . A 是映上的.易见 

\\ ;)=别， 

对一切 A e if *. 因而 d 是映上的. 

III . 4是同态.首先指出一个恒 等式： 当 A , m e A ••而入# - p - 1 时， 

(6) (1 + A/i)(l + mA)' 1 = A(A- J + + n)~ l . 

设（：：)，(::： :）_)■(：; ^).(；；:;)分别表它们 
的逆，则当</,«/ + dX , a , 都不等于0时，有 

4 [(: : j t : 1 t M = + bci)(<^i b， + d^df)- 1 ) 


^ 二八二 2 )\ =秦刪 

= +a- 1 6c ia 「 1 )(l + d^ci&’d’- 1 )- 1 ) 
= 沪 (ooid’ _1 0((l + a -1 6ciaj' 1 )(l + Ciaf "a - ^) -1 ) 

=¥>(ad , - 1 )v>(oi<i ， r 1 ) = 4 f j 4 t I • 


其余情形亦可类似地加以计算. 

最后我们来证明 d 的核即为 SL 2 (K), 这样，本定理即由同态基本定理推出. 
首先，显然有 

a {i 0 =c, °) =c, 

因此 SL 2 (K) 包在 d 的核之中.其次，设 A € GL 3 (K), 将 A 写作 


则 


d ( i 4) = ip ( X ). 
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因此 A ( A ) = C 当且仅当 A e C. 由⑷式知，当入 e C 时， 


三 SL 2( K ). 


这就证明了 4的核即为 SL 2 (K). 本定理至此完全证毕 • 

在证明定理4的过程中，我们还证明了 
系理元素(二2 ) 属于 5 La( 凡）当且仅当 Xec - 

在证明定理4的过程中所引进的 A^ a c 

易见，当 K 为域时，这就是通常的行列式，4 

当不是域时， <4(= = ) 是 K ” C 中的元素，而不是 A- 中的元素. 

现在我们来确定 <3X2(*") 及 SL 2 (K) 的 中心. 以 Z 表 A： 的中心，以 Z 2 表 
GL 2 (K) 的中心,我们有 

定理5 Z 2 由一切矩阵 A/(A € Z*) 所组成，而 SL 2 (K) 的中心即 Z 2 nSL 2 (K). 
【证】易见 a/ 。e z_) 是 gl 2 ( jo 的中心元素■反之，设4 = ( :为 
GL 2 (K) 的中心元素，则由 

：：)(-) = (-)(-) 

d , 再由 


及 

( 

推出& = c = 0及 a 


>我们称之为可逆矩阵的行列式. 
6 1是 AT* 中的元素.但需注意， 


对一切尺推出 aeZ *. 因此， Z 2 由一切矩阵 \ 1 (\ 6 Z*) 所组成. 

因为(:1)，(; J )'( 0 i) W SLz { K ) 中的元素，在上面的 证明过 
程中，实际上也证明了 SL 2 (K) 的中心即为 Z 2 nSL 2 (K). 本定理证毕. 

我们也把 GL 2( K )/ Z 2 称为 if 上二级射影一般线性群，并已证明它同构于 
PGL 2 (K). 现在我们再把 SL 2 {K)/{Z 2 nSL2(K)) 称为 K 上二级射影特殊线性群， 
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并记作 PSL 2 (K). 显然 PS_L 2 (K) 与 SLa(K) 在自然同态 GL 2 {K) - •PGLdJf) 之 
下的像同构.而且,除开 K" =妁以外， •PSIdJO 即是 PGL 2 (K) 的换位子群. 

定义设 I) e GLi(K). 如果 M 2 = J, 则 Af 称为对合，它们的全体生 
成一群，记作 SLf(K). SLf{K) 对其中心的商群记作 PSLf(_K). 

定理6 当 A： 的特征数=2或当的特征数# 2而 _1 € C 时, SL^(K) = 
SL 2 {K). 否则， SL^(K) 可从 SLiiK) 添加一个对合而得到. 

【证】 当欠的特征数=2时， r 12 (A) 及 TM 皆对合，因此 SL 2 (K) C 


SL^(K). 反之，设 M 
/ 1 0 ' 


：：)■ 
i=o. 

,-.：)•(: ;.)(：0 6sw 


为一个对合.先设 a = 0,则由 
推出 c = 6 _1 及 d = 0. 于是 


再设 a # 0,而 c # 0,则 




亦是对合.可以选取 Ae 尺使 a + Ac = o. 根据上面的证明知 e 刃/ 2 (欠), 2 因 
SL 2 (K) 为正规子群，故 M e SL 2 (K). 如果 a / 0而 c = 0,则由 ( == ) = 

: ) 推出 a = d = l ， 因之 

M = T n {b) € SL 2 (K). 


因此 SL^{K) = SL 2 {K). 

其次研究 A： 的特征数# 2的情形.因 



及 
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故 SL 2 (K) c SLi(K). 其次，设 M 为一个对合，依引理3. 2 ,可将 M 表成 
P (: ' ) P-^P € GL 2 (K)). -1 € C7, 依定理 4 的系理 ，( :二 ) e 

SL 2 (K), 因之 M e SX2 ( iO , 故 SL^(K) = SL 2 (K). 

最后，如 AT 的特征数 / 2 而 -1 钇 (7, 则将 M 添加到 SL 2 {K) 之后， 



亦添到 SL 2 (K) 之中，因之 
本定理至此完全证毕. 


(::) 

^ ^就添到里面.因此所有对合就都添到里面. 


显而易见 SL^(K) 的中心为 Z 2 nSL^{K). 于是有 

PSLf(K) = SL^(K)/(Zu n SLt(K)). 

我们同样知道与5硭(欠）在自然同态 GL 2 (K) ^ PGL 2 (K) 之下的像 
同构. 


§5 PSL 2 ( K ) 的单性 

在本节中我们将证明，除开 /C =巧 及巧 这两个情形之外, PSL 2 {K) 是单群. 
为此我们先证次之引理. 

引理1 设 W 是 GL 2 (K) 的一个子群，并假定它在 SL 2 (K) 之下不变，即 
BmB- 1 C 91,对一切 B e SL 2 (K). 如果饥包有 r 12 ( l ), 则饥2 SL 2 {K). 

【证】设忉包有 T 12 ( l ). 因饥在 SL 2 (K) 之下不变，故饥亦包有 



对一切 Ae A "*. 于是 1 n 包有 

( 2 ) ("rOfoOli ； r=( ； T)' 

对一切 a € / r . 

如尺的特征数 / 2, 则当 A 跑过 AT •时， 2 A 亦跑过■«••，因此饥包有一切 
Ti 2 ( A)(A 6 K*). 又因为 

( 二 )( ： r) ( 二 ) U 
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故贝亦包有一切 T 21 (M)(/i€ K -). 因此01 2 SL 2 ( K ). 
其次，设欠的特征数 =2. 我们己经知道饥包有 


对一切 A € K*. 因 




故饥亦包有 r 2 i(i). 于是 oi 亦包有 

( A ；：)(-)(" 

对一切 A e 尺*.因之饥亦包有 


1 A 2 W 1 0) 

0 1 八 A- 2 1 八 1 0 八 A 2 1 广 （ o A- 2 

K \ 于是从 

A) (A 2 0 A V 1 ( A 2 1 + A 8 

1 八 0 A_2 八 0 Wl 0 A 2 J = l 0 1 


对一切 X ^ K -. 于是从 

l 1 A 


推出饥包有 Ti 2 (A + A 5 ), 对一切 XeK \ 可是， 

((A + l ) 2 


(A 


0 V / 1 A + A 5 N / (A + l) 2 0 \ = / 1 

-l)- 2 ) (0 1 八 0 (A+l)" 2 ) = \0 


对一切 A e A ■•而 A / l, 因此饥包有 t 12 (A)(A e *■•) 而 A # l. 我们己经假设 
91 包有 T 12 (1), 因此 91 包有 T 12 (A), 对一切 a e 像前一情形一样，可以推出 

OTD SL 2 { K ). 

引理 2 设 1 n 是 GL 2 { K ) 的一个子群，如果91的一个共轭子群包有 5L 2 (K), 
则91亦包有 SL - i { K ). 

【证】设 A0M- 1 是91的一个共轭子群， A e GL 2 { K ). 假设 
AmA - 1 D SL 2 ( K ), 


则 


91D A ~ l SL 2 ( K)A = SL 2 { K ). 
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基于引理1及引理2可推出 

引理3 设贝是 GL 2 { K ) 的一个子群，并假定它在 SL 2 ( K ) 之下 不变. 如果 
01 包有一个 7 i 2 ( A 0 )( Ao € / r ), 则91 2 SL 2 ( K ). 

【证】设01包有 Ti 2 ( Ao ). 令乂 = f 1 0 ) •则 AmA - 1 包有 



我们来证明，在 SL 2 ( K ) 之下不变.实际上，设 S e SL 2 (/0, 则 A-'BA € 
SL 2 ( K ). 因饥在 SL 2 { K ) 之下不变， 


BAOtA -' B - 1 = A ( A~ l BA )< 3 l ( A~ l BA)~ X A~ l = AmA ' 1 . 


依引理 1, AVIA -' 包有 SL 2 { K ). 再依引理 2,912 SL 2 { K ). 

现在我们来证明次之定理. 

定理1 设 K # F 2 及 F 3 , 而91为 GL 2 (K) 的子群，并假定饥在 5i 2 (if) 之 
下不变.如果?《 g 2 2 ,则2 SL 2 (.K), 

【证】证明分三步进行.首先我们证明，如果 W g 厶，则 W 包有一个形如 



的元素，设4 



^ e«n, 而且 s? z 2 , 则 91 包有 



对一切入 e A ■.如6 / 0,在 （4) 中取 A = b ~ l a 即可; 如 c / 0,在 （5) 中取 A = - ac~ l 
即可.如6 = c = 0,则 9 t 包有 
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对一切 Ae /r*. in Ad - oA = 0, 对一切 A e AT, 取入 =1 即得 a = d , 因之 M = aA 
对一切入 € A ■，即 a € 这与 A ^ Zi 相 矛盾. 因之有 A e A •使 Ad - a 入一 0 •这 
就化到 6 / 0 的情形 去了. 因此断言得证. 

其次,我们来证明如 K /凡，则？I —定包有一个形如 

(“） 

的元素，其中 a / d 或 <x = d 资 Z •.设饥包有⑶，则饥包有 

/ 0 6 \ / A 0 V'/O f> \ f X 0 \ _ ( c _1 AcA * \ 

(cdj \ 0 X~ l )〈cd 八 OA- 1 ) - 、 0 b- l \- l bX~ l ) 

如 Z / 朽, F 3 , F 5 , 选取 A € Z •使 A 4 / 1，于是 91 包有 

( o : -O' 


而 A 2 # A- 2 . 如 Z = F 2 j F 3 或 F 5 而 A" # 巧，选取 A e A ■而 Ac = cW 贫 Z, 则 
识包有 

f A2 * I 

而 A 2 Z. 因此断言得证. 

最后，我们来证明饥一定包有一个 T ia (Ao)(Ao e K -). 

当 A" / 时，可假设 9T 包有 (= = 

包有 






对一切 XeK . 因 a#d 或 a = d 钇 Z % 故可选取 A e A •，使入- a 入 d - 1 # 0.当 
A ： = &时， 依第一段的证明，可假定包有 ( ^ ^ 可以假定 c = -&- 1 .否 


则，91包有 
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这是一个行列式为1的非中心元素，从这个元素出发,利用第一段的造法即可得到 
一个形如 ( 二的元素含在 9 T 中.不妨假设 djiO, 否则91 一定包有 

(0 b \ 1 ( 2 b \ ( 2 °、 

V -b- 1 0 ) V 6-1 2-1 ) \ -b- 1 0 八 6- 1 2- 1 J 



因此不妨设 9 T 包有 ( 二)而 d / 0•于是 含有 



此处 W 一 0. 这就证明了我们的断言. 

于是本定理可从引理3推出. 

当 K = F 2 及 f 3 时，定理1并不成立.例如，当尺= F 2 时，我们知道 
GL 2 (F 2 ) = sl 2 ( f 2 ) as 6 3 (三个文字的对称群).显然，三个文字的交错群 〆 3 是 
6 3 的一个正规子群，但是 〆 3 既不包在6 3 的中心（仅由单位元素组成)，又不包含 
SL 2 (F 2 ). 当 A ： =巧时, SL 2 (F 3 ) 由以下24个元素 组成： 
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组成 5 L 2 ( F 3 ) 的一个正规子群. 

定理1有一系列的推论. 

定理2设 K / F 2 及 F 3 , GL 2 ( K ) 的正规子群如不包在它的中心之中，一定 
包有 SL 2 ( K ). 

定理3 设 A ： /丹及 F 3 , SL 2 ( K ) 的正规子群如不包在它的中心之中，一定 
就是 SL 2 ( K ) 本身. 

这个定理可以改述为 

定理4设 A ： 笋巧及朽，则 PSL 2 { K ) 是单群. 


§6 5L 2 (K) 的自同构 

我们先讨论体 K 的特征数 P / 0的情形.这时 SL 2 (iO 的自同构的确定有赖 
于将其中的抛物元素刻画出来. 

定义1设体 K 的特征数 p ^ O . GL 2 ( K ) 里的一个矩阵4 J 称为抛物元 
素，如果# =厂 

引理1 设体尺 的特征数 P # 0 ; 再设 >4为 GL 2 ( K ) 里的一个抛物元素，于 
是有 P G Gh #)， 使 


【证】 由 J 推出 04 - /)»* = 0 ■因只 / 故由 4 - /幂 零推出 A-I 
不是中心矩阵•设/ =(:二) 

如果 c = 0, 则由 

<^ /)P =(o ；)=° 
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推出 a = d = 0.所以 A-J = ( 2 ; ) .因 A # /，故6#0,于是 



如果 c /0, 则由 

(“)(::)(“)'(，） 

知可选取•\使(1 + >«: = 0.于是不妨设^1，而《3/0.因/1-/幂 
零，而 c #0, 故 6 = 0. 再由 



因此引理成立. 

由这个引理立刻推出 GL 2 ( K ) 中抛物元素都属于 SL 2 ( K ), 而且 SL 2( K ) 由其 
中的抛物元素生成. 

引理2设体 K 的特征数 p ^ O , 则两个不相交换的抛物元素在 GL 2 ( K ) 之 
下可以同时化到 



【证】依引理1,可以假设它们已经化到了 

(::卜仏卜 . 



首先，我们断言 c /0, 否则 
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将与 (i 1 j 相交换 . 
如果 a = 0,则 


(: 

如果 a# 0,则由 




0 




b + sd 
d 


可知，我们可选 s 使 a + sc = 0.因 


(: 




所以这个情形化到了 a = 0 的情形. 

定理1设 A" 的特征数 p # 0,则 SL 2 (K ) 的任何一个自同构必为下列两种 
形状 之一： 


(1) A-* PA a P~\ 

其中 P e GL 2 (/f), a 为 尺之自 同构；或 

(2) A-^P(A' T )- X P~\ 

其中 r 为 A： 之反自同构. 

【证】设 W 为 SL 2 {K) 的自同构.因 W 将抛物元素映到抛物元素，故依引 
理2不妨设，在 W 之下， 



与 ( 3丨)相交换的抛物元素的形状是 

0； 
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它们组成一群,记作八.与 


:)或(: 


相交换的抛物元素的形状是 


它们组成一群,记作/ V 于是 ■^将 A 映到八，将 A 映到 /V 

,01、 

- 10 , 


现在考査 I 
互换，即 


这个元素在 〆 之下的像.因 I 


| 将 A 和 A 


0 

-10 t 


) A=r2 l - 

在 sl 2 ( K ) 中 将八和 r 2 互换的元素必为形状 ( 


0 6 

c 0 , 




- 10 , 


又因 


而•^将 （- J ) 不变，故 C = -6- 1 .于是 




0 6、 
- 6-10 , 


注意 

( » '' 

V — 1 0, 

于是在 〆 之下,它映 a 

U ‘ 


-' 0 (::: 


由此推出3 = -1,6 = 1,于是有 
si 


:)=(“: 

:是有 




-10/ V -1 0 , 
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由 W 将八映到 A 推出 

叫 

而: c — f 为由 A： 到 AT 之上的映射.因为 


1 x ) = ( 1 10 
0 1 / \ 0 1 

映射.因为 

-) 00^0 




(x + y) a =x° + y°. 
) ，知 l 17 = 1. 


现在考査 SL 2 (K) 中将八和 r 2 不变的那些因素，它们的形状为 


而 ad € C. 于是元素 


在 W 之下就映到 


x 0 \ = (^ ~ x \( 1 0 W 0 1 \ / 1 0 \ 

0 X- 1 y V 0 1 八 or 1 I )\ -1 0 )\x 1 ) 

* 映到 

* 0) = (1 -a:* 7 )/ 1 o \ / o 1 \ / 1 0 、 

o v° 1 八 ( 怎 - 1 ，1 八 -i 0 八， 1, 


因 w 


的形状为I 


n ,，故由上式推出 
d / 

1 - x 0 ^- 1 ) 0 = 0, 


于是 {x~ l )° = 因之 


x° 0 

o (x-^Y • 


xyx 
、 0 {xyx)~ 


:二 H a 

0 ) = f * 0 \ ( y 0 ) f x 0 

®)^* ) V 0 ar 1 八 0 y 1 八 0 ar 1 


再由 




•68- 


第二章一维射影几何及二级线性群 


推出 

(xyx)° = x 。 y 。 x a . 

因之, a 为之半自同构.于是 a 为 A ■之自同构或反自同构. 

因 sl 2 ( K ) 由 a 及(二: ) 所生成，故如 a 为 A ： 之 S 同构，则 

^(A) = A\ 


这时定理成立. 

如果^为*：之反自同构，则 



这时定理也成立. 

以下讨论 K 的特征数 =0 的情况.这时，如 K 是域，则 SL 2 (K) 的自同构仍 
是定理1中给出的.如 K 不是域，这时问题尚未解决. 

定义 2 设 K 为特征数 =0 的域. SL 2 (K) 中一 个矩阵 4 称为抛物元素，如 
果 SL 2 (K) 中有无限多个矩阵在 SL 2 {K) 之下与 X 相似而且与>1交换. 

引理 3 设 K 为特征数 =0 的域. SL 2 (K) 中一个/ ±J 的元素为抛物元素 
的充要条件是它的特征方程有重根 +1 或- 1. 因而每个抛物元素在 SL 2 (K) 之下 
相似于 

±(。）（―。). 

【证】如果 A 參土 J 而且有重根士1，则有 P e GL 2 ( K ), 使 
PAP- 1 =^(l [) («^0). 


1 so 2 \ ( a 0 \ f I s \ f a 0 \ 

0 1 土 （0 a -1 / \ 0 1 J 0 a~ l ) 


显然，所有形如 
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的矩阵都与土 ( & f ) 在 SL 2 ( K ) 之下相似，而且交换.因之有无限多个矩阵与 
>1在 SL 2 ( K ) 之下相似，而且交换. 

可是，如果4有一个特征根 c » / 士1，则我们可 以在欠 的一个扩域中求得一个 
矩阵 P ， 使 



设 S 与>1相似而且与>1交换，则由 AS = 推出 




再由 S 与 A 相似推出 a = 0或《 = / T 1 . 这样，我们只有两个元素与>1相似而且 
交换，故>1不是抛物元素. 

引理4 设 AT 为特征数=0的域，则 SL 2 ( K ) 中任意两个不相交换的抛物元 
素在 SL 2 ( K ) 之下可以同时化到 



【证】依引理3,可设这两个抛物元素的形状为 

± (J l)' (- d) (a + d=±2，ad_i，C = 1) - 

因它们不交换，故 c # 0•因为 （d - a ) 2 + 4 c 6 = 0,我们可以求得唯一的一个元素 A , 
使 

— cA * + (d — a)A + 6 = 0. 

于是 

(“ )(::)(“r 

就是我们所需要的形状的矩阵. 

定理 2 设 K 为域，则 SL 2( K ) 的自同构必为下列 形状： 

A — PA a P ~ 1 , 


其中 P e GL 2 ( K ) M < r 为 _ RT 之自同构. 
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【证】如 K 的特征数为 p / 0,本定理立刻由定理1 推出. 现在设 A ： 的特 
征数为0 .设 〆 为 SLi ( K ) 的一个自同构,任意选取 S 0 , t 0 & K \ 则依引理4,不妨 
设在 W 之下： 



而 «5 .*o G ± ( 


：) 


在 SL 2 ( K ) 里的正常化子是为形如士 


I 的元 


素组成的群.将此群中元素皆平方之即得 


因此的自同构就将形如 


的元素组成之群八变成它自己.同样，它亦将形如 


的元素组成 的群八 变到它自己. 
设在 W 之下， 


由于 


(nHr.y 

将八和 r 2 不变，故不妨设在〆之下， 

-(o ：) = (；：)' 

^(A) = A, w(r 2 ) = r 2 . 

然后可像定理 l 的证明那样进行下去，即可证得本定理. 
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§7 GL 2(/0 的自同构 

引理1设 K 为体,如果 GL 2 { K ) 的一个自同构诱导出 SL 2 { K ) 的单位自同 
构，则 GL 2 ( K ) 的这个自同构必为形状 


A-*x(A)A, 


而 X 为从 GL 2 ( K ) 到 A "* 的中心 Z * 之中的一个同态映射,并满足条 件：从 x ( C /) 
C _1 可导出 C = 1. 

【证】 因 GL 2 ( K ) 可以从 SL ^ iK ) 添加形如 


的元素而得到，所以只要考虑在 GL 2 { K ) 的这个自同构之下， （1) 的像是什么.设 
Be SLi { K ), imj 

<2 > (“W “)' 歸 ) . 

设€ 2 2 1在这个自同构之下的像是 C , 则因这个自同构诱导出 SL 2 { K ) 的单 
位自同构，故 



对一切 S e SLi ( K ). 于是 


B 


1 0 
0 A 




CB , 


对一切 s e SL 2 ( K ). 由此推出 


1 0 
0 A 



(pez*). 


于是 
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由此即可推出本引理. 

定理1设 k 为体，则 ol 2 (/ o 的自同构必为下列二种形状之一： 

(3) x(A)PA a P~ l , 

其中尸为之自同构, x 适合引理1中条件;或 
⑷ x^PiA^p- 1 , 

其中 e GL 2 (K), t 为 AT 之反自同构, x 适合引理 1 中条件. 

【证】 因 SL 2 (K) 为 GL 2 {K) 的换位子群（除开 n = 2,K = F 2 这一情 
形)，故 GL 2 (K) 的自同构一定诱导出 SL2(K) 的自同构（当 n = 2,/f =巧时, 
GL 2 {K) = SL 2 (K)). 于是，如 A" 的特征数 p # 0或 A" 是特征数=0的域，依定理 
6.1 和定理 6.2, 我们有在 GL2(K) 的自同构 W 之下， 

(5) ^(^) = PA°P~ 1 (A e 5L 2 (iq), 

其中 P € GL 2 (K), £T 为 A •之自 同构； 或 

(6) ^{A) = P{A n )-'p- 1 (v4 e SL 2 (K)), 

其中 P € GLi(K), t 为 A： 之反自同构.如 （5) 发生,则使 W 承受自同构 
A^{P~ l APy- 1 (A € GL 2 (/f)) 

之后，可设 

£/(A) = A. 

如⑹发生，则使〆承受反自同构 

A-[(p-U/^-ir- 1 (Ae GL 2 (K)) 


之后，可设 

s/(A) = A. 

于是本定理由引理1推出. 

现在设 A： 的特征数为零而 /T 不是域.我们知道，如果4和 S 是反交换的对 
合，即 

A 2 = /, B 2 = I, AB = -BA, 

则依定理 3.2, 可将>1和 S 同时在相似变换之下化为 


⑺ 


和 


0 1 
1 0 



§7 GLsCfO 的自同构 


因此，如果•^是 GL 2 (K) 的一个自同构，我们可以假定 W 不变⑺中两个矩阵 • 
不难证明与 （7) 中两个矩阵都相交换的 GL 2 ( AT ) 中元素必具形状 


A 0 
, 0 A . 


(A e K*), 


它们组成一群，记作及于是 ^(E) = r . 

以 Z 表欠之中心•与 r 中每个元素都交换的 GL 2 (K) 中的矩阵必属于 
gl 2 ( z ), 而且反之， gl 2 ( z ) 中每个元素与 r 中每个元素都交换.因此 〆 诱导出 
GL 2 (Z) 的一个自同构，因 5 La ( Z ) 是 GL 2 {Z) 的换位子群，故 〆 诱导出 SL 2 (Z) 
的一个自同构.依定理 6 . 2 , 可设 

= PA°P~ l (A € SL 2 {Z)), 

其中 /» € GLi(Z), <7 为 Z 之自同构.于是使 〆 承受形如 
A-*P~ l AP (A e GLi(K)) 

的自同构之后，可设 

£/{A) = A° (A€ SL 2 (Z)). 

注意 a 为 Z 之自同构.特别，我们有 

-(；：)=(； O ' -0 0=0：)' 

dd 

GL 2 ( K ) 中与 (& : ) 交换而且相似的元素必为形状 
( 0 1 ) (x e K，), 

它们组成一群，记作/ V 我们有= 八 .以尸 2 表形如 
(::)㈣ 

的元素组成的群，同样有 ^( r 2 ) = r 2 . 如定理 6 . 1 那样进行下去，我们有 


s/{A) = A° (A e SL 2 (K)), 
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其中 <7为 K 之自同构，或我们有 

— )= (—°i i)^ ri (_°i l) w esL 2 ⑽， 

其中 T 为 A： 之反自同构.于是本定理也可由引理1推出至此定理完全证毕. 

§8 (八 ：） 的自同构 

与引理 7.1 平行，我们可以证明 

引理1 设 A： 为体.如果 SZ^(AT) 的一个自同构诱导出 SLi(K ) 的单位自同 
构，则 SLt(K ) 的这个自同构必为形状 

A-* x(A)A, 


其中X适合引理 7.1 中的条件. 

更进一步，如 -1 S 我们恒有= 1- 对一切 A e SLf(K). 如 -1 资 C, 

则 x ⑷=1,如4 € SL 2 (K)-, X (A) = -1, 如 >1 穿 SL 2 (K). 

定理1设 A" 为体，则 SL^(K) 的自同构必为下列两种形状之一： 

(1) A — x{A)PA°P-\ 

其中 cr 为 AT 之自同构，/> e GL 2 (/0 而 x 适合引理 7.1 的 条件; 或 


⑵ 


a-*x(A)p(a ,t )- 1 p-\ 


其中 T 为 K 之反自同构， P e GL 2 (K), 而X适合引理 7.1 的条件. 

【证】如 K 的特征数 p 妗0或 A： 是域，本定理可仿照定理 7.1 推出.现在 
设是特征数=0的体而不是域.设 W 为 SLt(K) 的一个自同构.像定理 7.1 的 
证明一样，不妨设 


on ( y 0 h ( y 。: 

SL^(K) 中与^ ( 1 J ) 都交换的元素必为形状 
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而入 2 或 - A 2 € C , 它们组成一群，记作 I ：.夕在 SL^(K ) 中的中心化子厂中的元 
素必为形状 、 

(::)'■ 

而 aA = \a,b\ = \b,cX = Xc,d\ = \d 对一切入适合条件 A 2 e C 或- A 2 £ C ■.因 
之， a _\ = Aa 对一切 AeC , 故 a € Z . 同理 b ， c ， de 2. 显然 

GI/2(Z) D Z 1 D SL^^Z). 

由于厂的换位子群为 SL 2 ( Z ), 故 W 诱导出 SL 2 {Z) 的一个自同构，于是像定理 
7.1 那样进行下去，本定理即得证. 

【备注】我们知道,如 -1 € C ， 则 SL 2 (K) = SL^(K). 因此只有当 A " 是特 
征数=0的不可交换的体而 -1 贫 C 时， SLa ( A ：) 的自同构的形状没有被决定出来. 

§9 PSL 2 (K), PGL 2 (K) R PSL^(K ) 的自同构 

我们先讨论 PSL 2 ( AT ) 的自同构.我们从 K 的特征数 P / 0的情形开始. 

定义1 设 A ： 是特征数 pjio 的体. PSLiiK) 中的一个矩阵 J 称为抛物 
元素,如果# = 7 /，而7为尺的一个中心元素, T 称为大的标氪（当然7 2 e Z .) 
显然， PSL 2 (K) 的自同构必将抛物元素变到抛物元素. 

设义和 S 为两抛物元素，即 AP = a/,BP = /3/,而《和都是中心元素.如 
果 A 和 S 在 PSL q (K) 中共辆，即 PSL 2 (K) 中有一矩阵/>，使 

pap - 1 =yB, 

而7为夂的中心元素，则 

a I = AP = PA p P~ l = j p B p = W ?/， 

因之 a = 作 这说明两个共規抛物元素的标量仅差一个中心元素的 p 次幂.因为 
5和 7 S 表示同一射影变换，因此不妨假定共轭抛物元素具有相同的标量. 

设4是 PSL 2 (K) 中的一个抛物元素，妒= a /. 设 B 为 PSL 2 (K) 中与4相 
交换的元素，即 /IS = SBA, 而8为 K 的中心元素.因为 

aB = A^B = SfBAP = S^aB, 

所以 <5 P = 1，因而 6 = 1， 于是 = BA 

现在我们把 PS^K) 中的抛物元素分成共轭元素类的集込，而 A ■表以 a 
为标量的那些抛物元素， a 跑过 A ： 的中心的乘法群对其 p 次幂元素所组成的子群 
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的陪集的完全代表系的—个子集.显然，厂《可以由几个共轭元素类组成，可是一个 
共轭元素类只可能属于唯—的一个 /V 

A 是最主要的一个集合，它包含两个 Abel 子群 A 和及，及由一切形如 

(i 0㈣ 


的元素组成，而為由一切形如 



的元素组成.我们断言，使 PSL 2 (K) 的自同构承受一个由 GLiiK ) 中元素所引起 
的自同构 

X-* PXP- 1 ( P 6 GLiiK)) 

之后，可以假定 

及 lyj —* S-i- 

为了证明这个断言,我们分以下几个情形来考査. 

I.K 的元素个数大于5,而其特征数一 2. 这 时八被 PSL 2 (K ) 的每个自同构 
都不变.实际上，以 A 表八 中任一元素，依引理6.1，有一个矩阵 P e Gi 2 ( AT )， 使 



因 K 中元素个数大于5,所以可以在中找到一个元素< / 0,使得 f 4 - 1 / 0.令 



就是八中两个互相共轭而且交换的抛物元素，而 



亦与上面两个元素共轭，置 
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则是 A 中的三个互相共轭而且互相交换的元素，并且 
AB- 1 = C. 


在 PSL 2 {K) 的一个自同构之下，设 

A —* Ai, B —* B\, C —* Ci, 


则 ^,,5!,^! 是三个互相共衡而且互相交换的元素，并且 
AiB^ 1 = Ci. 


C{ = {AiBi l ) p = ala- 1 ! = I, 

因之 ， a = 1, BP A, € A. 因之八在 PSL 2 {K) 的自同构的作用下不变. 
今考虑 



它们是八中不相交换的两个抛物元素.依引理6.2,行施由 GL 2 (K ) 中一个元素诱 
导出的一个自同构之后，可以设在 PSL 2 (K) 的自同构之下， 


A 是 A 中与(二1 ) 相交换的元素的全体，而是 A 中与 ( ^ ) 


由于 


相交换的元素的全体，所以在 PSL 2 (K) 的这个自同构之下， 


— + 27 j, !^2 —* 

II . K 的特征数 p = 2. 这时，八也被 PSL 2 (K) 的自同构所不变.因为，如果 
K 只有两个元素,我们只有一个尸。，就是/ V 如果 A ： 多于两个元素，则 K 中有一 
元素 t / 0,1,以4表 A 中任一元素，则依引理6.1，可以把>1写作 

(: \ ) P_， {P 6 GL2{K)) - 


于是 




t 2 


P~\ 
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是 PSL 2 (K) 中三个互相共辑而且互相交换的元素，并且 
AB~ l = C, 

因之，利用情形 I 同样的论证，可知八被 PSLt(K) 的每一个自同构的作用下不 
变.再像情形 I 一样进行下去,我们可假定在 PSL 2 (K) 的自同构之下，有 

Ei -* E' 及 Ei —* Ss- 

III . A •只有 3 个元素或 5 个元素.我们有两个 即八和 因为由 
>4 P = oY 和 A € SLz^K), 推知 a 2 = l , 故 o：=l 或 a : —1. 

今 psl 2 (K) 中含于八或 r _ i 的抛物元素4恒适合 

a 2p = I. 

不难证明，>1为抛物元素当且仅当/!在 SL2(K) 之下相似于形如 



的一个元素.因此，像引理 6.2 —样可以证明,任意两个不交换的抛物元素在 SL 2 ( K ) 
的自同构之下可以同时化到 



因此,我们的断言可以像定理 6.1 的证明中那样来证明. 

因此，我们有，除开可能行施一个由 GL 2( K ) 的元素所诱导出的自同构之外， 
在 PSL 2 {. K ) 的自同构之下,恒有 


及 -* 岛及 Si —* Si . 
更进一步，我们可以假定 



实际上，如果 
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则映射 



将不变 A 和 A 而将 
考査元素 


::).因为它互换娜.所以它映麵 


0 


b 

0 


(bceC) 


的一个元素.因为 



师 3 

\( 0 b \ ^ 1 l\"j _/ 6c 2 -bcb + bc 2 ) _ j 

—c 0 y \ 0 1 )\ y cbc-(? c6c + c*6 —c 3 ) ^ 

由此推出 b = c 而且 6 3 € Z . 再者， 因为 



因之, 6 2 e 孓于是 6 e 名，因而在己知的自同构之下, 



像定理 6.1 的证明那样进行下去就可以证明 

定理1 设 K 为特征数 P / 0的体，则 PSL 2 ( K ) 的每个自同构都由 SL 2 { K ) 
的一个自同构诱导出来. 

我们也有 

定理2 设 A ： 为域，则 PSL 2( K ) 的每个自同构都由 SL 2 ( K ) 的一个自同构 
诱导出来. 
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如果 K 的特征数 p / 0,本定理可由定理1推出.如果的特征数为0,则像 
定义 6.2 —样，我们定义 PSL 2 ( K ) 中一元素 A 为抛物元素，若有无限多个矩阵与 
A 相似且与 A 交换.然后引理 6.3 及 6.4 可同样加以证明，再像定理 6.2 的证明一 
样即可证明本定理. 

从定理1和定理2立即推出 

定理3 设尺是特征数 p /0 的体或尺是域，则 PGL 2 (K) (以及 PSLf(K)) 
的每个自同构都由 GL2(.K) (相应地由 SL}(K)) 的一个自同构诱导出来. 

【备注】除了定理1, 2, 3所获结果外，当 A " 是特征数为0的不可交换的体 
时，二级射影线性群的自同构尚未决定出来. 



第三章向量空间，矩阵和行列式 

§1矩阵的代数 

设尺为体，不一定是域， If 上 mn 个元素％ (i = 1,2,… , m\j = 1,2,…， ra ) 
排成一个长方形 



称为 it •上的一个 m 行 n 列的矩阵，或 mxn 矩阵.数对 （ m , n ) 称为>1的型. ( n , n ) 
型的矩阵称为 nxn 方阵,或简称为 n 行矩阵. 

两个 m x n 矩阵/4 = ( ojj ) 及 B = (bij) 的和 C = ( cy ) 由下式所定义： 

Cij = Oij + (i = 1,2,… ,m;j = 1,2,… ,n). 

C 亦为 m x n 矩阵.应注意者为我们只定义了同型矩阵之和.显然，所有 m x n 矩 
阵的全体对加法而言组成一群，此群的零元素即为所有系数都等于零的 m x n 矩 
阵,我们把这个矩阵记作或简记作 0. 

—个 mxn 矩阵= (aij) 和一个 n x Z 矩阵 S = (& y ) 的乘积 C = ( c ^) 由下 
式所 定义： n 

Cij = ^Oikbkj (*= 1,2, - ,m,j = 1,2, ••- ,1). 

fc=i 

应注意者，一个 m x « 矩阵与一个 9 x f 矩阵之积仅当 n = q 时才有定义，而结果 
是一个 m x i 矩阵.如果4和 S 都是方阵，则和都有定义.可是即使 K 
是域的话，它们也不见得相等. 

K 上所有矩阵并不组成一环，因为加法和乘法并不是对于任意两个矩阵都有 
定义的.可是，我们可以 证明： 

(1) {AB)C = A{BC) (结合律)， 


(2) 


A(B + C) = AB + AC ( 分配律)， 
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(3) (B + C)A = BA + CA (分配律)， 

只要 （1), ⑵和 （3) 里的运算是定义了的话. 

然而， A ： 上 n 行矩阵的全体组成一环，称为 A ： 上 n 级全矩阵环.这个环绝不 
交换而且有零因子，可是这个环有单位元素，即单位矩阵 
/ 1 0 ••• 0 \ 

/<") = I ° 1 0 | = 


V 0 0 ••• 1 / 

而其中 

f 0如果 
w '\ 1 如果 i = j . 

这样定义的符号知在数学中常遇到,称为 Kronecker delta . 

—个 r » x n 矩阵>1称为可逆矩阵,如果它有一个逆元索 A - 1 适合: 

AA~ l = A- 1 A = I (n K 


不难证明，逆元素是唯一的. 

如果 >4和 B 都是可逆矩阵，则 >45也是可逆矩阵，而其逆为 B - U 1 . 因为, 
依结合律有 

(AB)(B- l A~ l ) = A(BB~ l )A~ l = AI {n) A~ l = / (n) 

以及 

(B~ l A~ x ){AB) = B~HA- l A)B = B~ l I w B = / (n) . 

因此我们可以写 

{AB)~ l = 

所以 n 行可逆矩阵对乘法而言组成一群，这个群称为体 / C 上的 n 级一般线性群， 
记作 GL n ( K ). 

设力为 m x n 矩阵，而 ii ,* 2 , •• - , w ； ji . J2 , ••- , jn ' 为适合条件 

1 < t! < »2 < - ■ • < t m . ^ TO, 

1 < Jl < j2 <-< jn'<n 

的两组整数,则我们可以从 >1 得到一个型的新矩阵，这个新矩阵是从>1删 
去 A 中不在第行及第 Jn - 列的元素而得到的.这样得到的 
矩阵称为 A 的一个子矩阵. 
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今以 mi , m 2, … , m a ; ni , n 2 ,- • • , n (表《 +纟个正整数，且适合条件 

a t 

^rm =m, = n; 

»=i «=i 

以木 > 表>1 的那个子矩阵，其元素位于4中 

第 ( V ~ j m fc +i ) ， »•••. ( y ^ m *) 行 

第(:琴一)，(宮一)，…，於)列， 

则子矩阵〜是 ( m . nj ) 型的矩阵.我们可以将 X 写作 


/ i4u An - - - A\ t 
^ _ ^21 i422 - - • Ait 

、 >Ui A „2 … A, t 
我们这时说 >1 对应于正整数 rm ，…，，…，'分成了矩阵块. 

设 S 为 rxxZ 矩阵， &“,•••，/*• 表适合条件/的一组正整数.我们也 
可以将 B 依正整数 m , -- -, l r 分成矩阵; Sip 下： 


Bn B12 • •. B\r \ 

丑 21 丑22 …丑 2 r I 


V B t \ B t 2 - - - B tr / 

今为叫 X n fc 矩阵，而 S 衫 为 n fc x G 矩阵，所以 A ik B k j 有定义，而且是一个 
rruxlj 矩阵.我们可用公式 

t 

⑷ Cij = Yl AikB ^ 

k=l 

来定义一个 x G 矩阵 Cy , Co 中 p 行 g 列的元素为 

ah ^ bxk , 

A =1 
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h = y^mg +p,k = y^fg + q- 

/ Cii C \2 ••• Cir \ 
1 _ I C21 C22 … C^r 1 


\ C a l C ,2 ' - Car ) 

就是矩阵 C = AB 依正整数 m !,. .. - , Z r 所分成的矩阵块.因此我们可以 

把和丑分别看作是 s x t 和 t x r 的矩阵，而其元素为矩阵，同时它们的积由 （4) 
式所定义.但应注意，这种方法只在4和 B 中子矩阵是依上面所述的方法选出来 
的时候才可能. 

类似于上面的道理,但却比上面的道理要简单得多，我们可以把两个 m x n 矩 
阵依同样一组正整数分成矩 阵块： 

/ ^11 ^12 … An \ 

」_ | 乂21 乂22… ^2 t 


V A a \ A t 2 - - - A at / 


而其中 

于是 


而有 


B\\ B\2 
丑 21 S22 


\ Bsl B „2 - - - Bat ) 


Bu 

Bot 


A + B 


Au + Bn 
A21 + B21 


+ 


Al 2 + Bl 2 An + Bu 
A 22 + Bi2 … ^2t + B2t 


A a 2 + Bai A s t + B,t J 


今后，将矩阵分成矩阵块的方法会常用到. 


§2向量空间 


在上面一节里我们讨论了体 A ： 上的矩阵，我们现在特别把尺上的1 x n 矩阵 
叫做 ii •上的 n 维向量.所有 n 维向量之全体称为 A •上的71维向量空间（或行空 
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间)，而记作依上节之结果，或者直接来验证，都可以得出， K 为加法 Abel 群. 
这个群的零元素 (0,0,-• • ,0) 称为零向量.再者，如果我们把欠中的一个元素 a 看 
作是一个1 x 1向量，则有以下诸 性质： 

I. au (u 被 a 乘的乘积）在 V„ 中，只要 u 在 V„ 中而 a 在 尺中； 

II. a(u + v) = au + bv; 

III. (a + 6)u = o« + bu; 

IV. a(&u) = (ab)u; 

V. 1 • ti = «, 

对于 K 中任意元素 a,fc 和中任意元索 u,w. 

VI. V„ 中任一向量都是下列 n 个 向量： 

ei = (1,0,0, ••- ,0); 匀 =(0,1,0,...，0);..-; e„ = (0,0,0, •• - ,1) 

的线性组合，即如果 

u = (a1.a2.a3, • - • ,a„), 


则 


u = aiei + a2«2 + 0363 H - h a„e n . 

定义 1 中 7* 个向量 Ul , U2 , … ， 称为在欠上线性相关，如果在 K 中有 
r 个不全为零的元素 a u a 2 ,- - .Or, 使得 

Oltti + 02^2 H - h a r Ur = 0； 

否则,它们就称为线性无关，也说由它们所组成的向童集合线性无关. 

由此定义立即推出，中任何含 （0, ()，••. ，0) 的有限向量集合都线性相关，因 
为如果这个集合中除开（0, (),•••，0) 之外还有 ,«r, 则有 

a-0 + 0-«i+0-U2 + •■• + 0- u r = 0 而 a 笋 0. 

我们也可 证明： 如果 U U U 2 , -- ,Ur 线性无关,则它的任一子集叫，…％亦线 
性无关. 

定义2 V n 中某一向 1 如可表成 t; = - 而其中 ai, • • • ,Or € 

K-,U U ■ ,Ur € V n , 我们就说 t； 线性相关于 U1 ，…，叫，或《是 Ul ，…， Ur 的线性 
组合. 

V„ 中线性相关于 r 个已知向量，…， Ur 的所有向童的全体记作 L (叫，… ,Ur). 
显然, L(ui, ••- ,u r ) 为加法 Abel 群;而且如果 u e L(ui, … ,Ur), 则对于任一 a € 

有 au ei( Ul ，…， tO. —般地，我们可以给出下述 
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定义3 V n 的一个加法子群 I ■称为 V „ 的一个子空间，如果它具有性 质：由 
a e it ■及 V e L 可推出 a « e i •如果 l 仅含零向量，则 i •称为的零子 空间； 否 
则就称为 L 的一个非零子空间. 

于是 L (« 1 , ••- , Ur ) 就是 V ；的一个子空间. 

定义4 如果 1 = ，…， 《 T ), 则《1,…， 《 r 称为 L 的一组生成元， L 称为 

由叫，…， Ur 所 生成； 如果叫，…，叫线性无关，则这组生成元就称为—组基_ 

以下诸定理是上述定义的直接推论. 

定理1如果 «,,••• . ttr 线性无关，则 , Ur ) 中任一向量《的表示法 
V = ai Ul + ••• + a rUr 是唯 一的； 反之，如果这种表示法对于 L ( U2 , … ，《 r ) 中任— 
元素是唯一的，则 Ul ,... , Ur 线性无关. 

【证】如果 LOn ,... , Ur ) 中的向有两种表 示法： 

v = ai«i + a2U2 H - h a r Ur 


及 


v — 6 itij + 62 U 2 + • • • + 6 r u r , 


则从第一式减去第二式得 


0 = (ai — bi)Ui + (02 — + '' • + (Or — f> r )Ur- 

因为 ti 丨, U 2 ，…， Ur 线性无关，所以 

ai = bi (* = 1 , 2 , - ,r). 


反之，假定 L ( U 1, U 2 , - - ,« r ) 中任意选取的元素 V 的表示法 


v = 6 iUi + 62 W 2 H - 1 - b r u r 


是唯一的.如果 


则将以上两式相加得 


«1«1 + 02«2 H - 1- a r Ur = 0, 


w = (ai + 6i)«i + (aa + t>z)U2 H - h (dr + b r )ur. 


于是从 


Oi + bi = bi (* = 1,2, - ,r) 
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就可推出 

Oj = 0 (* = 1,2, ••- , r ). 

这就证明了 ， W r 线性无关. 

定理2如果 «,,••• , V a 属于 L ( Ui , - - , ttr )， 则切属于，《*)，则出亦 
属于 L(U1, ■•- ,« r )- 

【证】 由 r I 

Vj = 和 = y^bjVj 
k=l i=l 

可推出 

«; = Yi b i v i = ^2 b i^2 a ^k = Yl ( 5Z fe j a ifc 1 u fc- 

i=i j=l k=l k=l \ j=i ) 

以下定理至为重要. 

定理 3( Steinitz 替换定理） 设外 ，… ，〜为 ，…， 《»■) 中 s 个线性无关的 
元素，则 Ui ,--* , Ur 中有 一 个子集 《 i .， 使得:如果我们用 Vi ,- . V ,来替换 
中这个子集，则这样得到的新集亦为 L ( Ui ,- -, U r ) 的一组生成元 • 

【证】我们用归纳法对 S 来证明这个定理.当 S = 0时，定理显然 成立； 设 
a > 0,并假定定理对于 s - 1成立，于是我们可以假定集合 u r 中有 s - 1 
个向量存在,而它们可以用 VI ,--- 来替换,使得 

- , Ur ) = L ( vi , -- - , Uir ), 

而…，■为的一个重新排列. 因为 Vg 厲于 L ( ui , ■■- , u r ), 所以 

(1) v, = aivi + •••4 - a,_iv,_i + o J u i . + ••• + arUi,., 

而其中 a ,,--- . a , 不能 全为瓦 中的零元素，因为否则 （1) 就将是线性无关的向 
量 vi , •••,«. 间的一个线性关系.不失去普遍性，我们可以假定已如此选取了脚标 
»«,••• ,» r . 使得 a •一 0,于是 

(2) tn, = -a-'aivi -+ a； 1 !；, 

- o 7 1 o , + iti i , +1 - 

今 V !，… , V a _ i , U „ tii . +I , ••- , m r 属于 L ( vi , - , W 4 _ i ,«!.,••• , u ir ), 因之，依定理2 

就有 


L(«i，..- ,v B -i,v a ,tii, +l , ■■- ,Ui r ) £ L(vi, ■■- ， w*-i ， Uj,，... ,«i r ). 
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可是反之，由 （2) 亦可推出 Ui , 属于 L ( vi , - t »„ Wi . +1 ， - >« v ). 因之 

L(ui ，• - ,« r ) = ，- ■- - ■■ ,«i r ) 

于是，本定理证毕. 

我们可从定理 3 马上推出下述 

定理4 -, Ur ) 的任何线性无关子集至多含有 r 个向量.特别 ， K = 

L ( e lt .. • , e „) 的任何线性无关子集至多含有 n 个向量. 

定理5 V „ 的任何非零子空间 L 都有基，而基中所含向量个数 r < n ; 换言 
之, L 中有 r (< n ) 个线性无关向量 ui , •■- , u r , 使得 L = L ( ui ,- - - , u r ). 

【证】 在 L 中选取一个非零向量 Ul , 依子空间之定义可知， i 包有所有向量 
a lUll 而 ai 取遍尺中所有元素.如果 L = L ( Ul ), 则定理 得证; 否则, L 将有一个向量 
U2 贫 £(ui), 于是 L ( Ui , U 2) £ L , 且 ttl，U2 线性无关_现在假定 L ( ui , ■•- ，U,_1) 已经 
造好了，而其中«1,-，叫- i 为 i 中线性无关向 童组. 如果 L = Liu ,, - - ,〜_!) ，则 
定理 得证; 否则，以％表 L 中不属于 L ( ui , -- , U ._!) 的一个向量，于是 Ul ，…， U , 
线性无关.因为否则我们就有不全为零的 K 中元素 〜,__•,〜， 使得 <!!«,+••• + 
a , u , =0,因为 U1 , … , u „- i 线性无关,所以必是 a , 〆 0,于是 

u a = — aj^aiui H - l - o ,_ iu »_ i ) 6 L ( ui ,- - ■ , u »_ i ), 

此为一矛盾.依定理4, s 不能超过 n ， 因之定理得证. 

定理6 如果叫 ，…，叫为 V „ 中一个非零子空间 £■ 的一组基，则的任意 
一组基中亦恰含 r 个线性无关的 向童： 换言之,一子空间的基中元素的个数对于所 
有基而言都是相等的.更进一步，如果 Wl ， … ， tv 为 L 中任意 r 个线性无关的元素, 
则 

L = L ( tii , • •• , tir ) = L ( vi , …， Vr ). 

即如 L 有一组基恰含 r 个线性无关的向量，即 i 中任意 r 个线性无关的向量皆是 
L 的一组基. 

本定理为替换定理的直接推论. 

定义5 V n 的一个非零子空间1的任一基中向量的个数称为 I 的维数.零 
空间被认为以空集为基,其维数定义为零. 

系理 L ( Ul ，…， M 的维数等于 n u ---, u r 中向量的线性无关最大数. 

定理7设 L 和 M 为的两个子空间,其维数分别为 Z 和 m , 而且 L g M , 
则 i < m . 更进一步,对于 I 的任何基，我们都可以添上 M 中 m - Z 个元素使之成 
为 M 的一组基.如果£> Q M , 而且 i = m , 则 L = Af . 

本定理仍然是替换定理的直接推论. 
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§3子空间的交和联 

在本节中我们来研究 k 上的行空间 w 我们定义两个子空间 h 和乙 2 的交 
h n_L 2 为 M 和 i 2 中公共向量之全体.于是 nLa 亦是一个子空间.包有 M 
和的最小子空间称为 L 和 l 2 的联，记作 LiUL 2 - 显然， l x ul 2 由一切形为 
VI + V 2 的向童所组成，其中 Wl € £«1 而《2 e 
不难证明下列关于交和联的 性质： 


(1) 

LU L = L, LC\L = L\ 

(2) 

L\r\L2 = Li U £>2 = -£<2 U Z»i; 

⑶ 

L\ n (L2 n L3) = (Li n £>2) n £.3, 


L\ U (I<2 U L3) = (Li U L2) U X13 ； 


( 4 ) Li n (la U 1>2) = L \, Iii U (ii n X>2) = Li; 


对于任意子空间和 h. 

如以 d { L ) 表子空间 L 的维数，则有下述维数 公式： 
定理1 设 L 和 M 为两子空间，则 

d ( L ) + d ( M ) = d{L U M) + d{L u M ). 


【证】 因为 


和 


inMgu „ 

LnM cm cv n , 


所以依定理 2.7 或直接依替换定理，可以选取基元素使得 


LnM = L(ui, " ,u 4 ), 

L = L(uu - ,u 4 ,vi, - ,w t ), 

M = L ( m , • - - , u „ w l ，■ - , w q ), 

而 Uy ，〜巧 ，…， w t 线性无关， ui, … ,u s ,wi, - , w v 线性无关.如果我们能够 
证明 
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线性无关，则有 

d(L U M ) = a + t + q , 

于是定理得证. 

假定 « i , ••- •• - , Uf ,«；!,••• , w q 线性相关，则有 K 中兀素 oi , ••- , a t ，bi 

■ ■ ■ , bt , Ci , ••- ,Cq 不全为 0 ,使得 

aiui + • • • + a, a Ua + biVi + • • • + btVt + ciivi + • • • + CqW q = 0. 

因 Ul, … ， Ua,Wi, • ■ . ,«t 为 £< 之基，故 Cl, ••- ,Cq 不全为 0 ;同理，因 Ui, • • • ,U a ,Wi, 
…，为 M 之基，故不全为 0 . 可是向量 

aiui H - h a*u, + - 1- b t v t — — (citui H - h c q w q ) 

—方面不属于 LnM , 而另一方面又属于 L 和 M , 此为不可能，因此 ui ，… 

… ,V t ,Wi, ■■- ,w q 线性无关.定理得证. 

定理 2 如果 h g 1 3 ,则 

( 5 ) la U (La m3 ) = (A U I < 2 ) n £> 3 - 

【证】因为 1 ( 1 £ 1 ( 3 及 1 1 £ 11 >>> 12 ,所以有 

S (ii u i > 2 ) n is . 

因为 

I "! G 厶 2 S U £> 2 及 I<2 O £.3 C L3 , 

所以 

L2 n Lz c (£ii u £^) n L3 . 

将上列二式合并，就有 

L \ u (£12 n £ 13 ) c (£ij u £> 2 ) n £ 13 . 

因之，依定理 2 . 7 , 我们只要证明 

d ,[ L \ U (£12 D £> 3 )) = d((£>i U £> 2 ) n £> 3 ) 

就行了，而这可以从定理 1 推出来.实际上， 

d(Li U ( Z<2 n Z > 3 )) = d (^ i ) + d ( ii2 l~l ~■ d(Li n L2 n 以） 

= d ( L0 + d(L 2 n L3 ) - d(Li n l 2 ) (因 MgL 3 ) 
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= d ( L \) + d ( Li ) + d ( Ls ) — d ( Z«2 U L3 ) 

— [ d ( Li ) + d { Li ) — d{Li U In )] 

= d ( Ls ) + d(Li U La ) - d[(Li U Xa ) U L3 ] 

= d (( X>i U Lj ) n Lg ). 

定理 3 对于任何子空间 L 都有子空间 M 存在，使得 
V n = LUM , 

而 

L n M = 0 . 

( M 称为 L 的补空间 .） 

【证】依定理2.7,我们可以选取 

jL = …， 《 r ) 及 V n = L ( ui , ■■- , u „), 

其中 Ul ，…， U „ 线性无关.于是 

M = L(Ur + i, • ,Un) 

就适合定理所要求的性质. 

定理4设 L 为 K 的子空间，则对于任何单调递增而含于 L 的子空间 序列： 
Lq C L\ C L2 C. ■ ■ ■ C L (Li ^ I-«+i), 

都有一个整数 r 存在，使得 L r = i . 

§4 子空间的矩阵表示，矩阵的行秩 

用矩阵来表示子空间这种方法是很方便的，这在本书中将经常采用. 

设 L 为 V ；的子空间，而 Ul ，…， tx , 为 L 的一组生成元（不一定是基)，即 
L = … , u g ). 我们写出一个 s x n 矩阵 



并书 L ( U ) = L (« i , •••,«.), 这就是说 L ( u u - ••,«,) 可以看作是由 I ；的行向量所生 
成的的子空间，于是我们就说用矩阵1/表示了子空间 L . t / 称为对应于 L 的 
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一个矩阵.显然这种表示法不是唯一的.可是我们知道 f / 的线性无关行向量的最 
大数等于 L 的维数，而且 U 的行向量线性无关当且仅当 S 等于 L { U ) 的维数.反 
之,对于每个 s x n 矩阵 C /， 我们都可以造一个由 t / 的行向量 , u a 所生成的 
子空间 - L ( u lr -- , u a ) 称为对应于的子空间.从子空间的矩阵表 
示,很自然地可以同时推出子空间及其对应的矩阵的性质来，或从其中之一的性质 
推出另一的性质来. 

首先，我们将§2中线性相关的定义（定义 2.1) 改述 如下： s 个向量 wi , •••,«, 
线性相关，当且仅当有一个 s 维向量6 =如,存在，使得 

61； = 0. 


我们可以给出可逆矩阵的一个判断条件. 

定理1 —个 n x n 矩阵>1可逆，当且仅当 L ( y 4) = V n ， 即>1的行向量线性 
无关. 

【证】 设 L ( A ) = ，则户的诸行向童可表成4的行向量的线性组合， 
因而有 n x n 矩阵 S 存在，使/ ( "> = BA 将此式左乘以/ I 得>1 = ABA , 于是 
(/<") - AB)A = 0.因4的行向童线性无关，故= 0,即所以 
4可逆. 

反之，设>1可逆，即有 B 存在，使 丑>1 = /于是/ ⑻ 的行向量（它们是 
的一组基）皆为4的行向量的线性组合，因之， V „ = L (/ W ) C L ( A ). 另一方面，显 
然有 L ( A ) C V „ .故 L ( A ) = V n . 

【备注】我们定义一个 n x n 矩阵4为左可逆， 如有 B 存在，使 SA =八 
而 S 称为 A 的一个左逆.同样可定义 >4为右可逆及 A 的右逆.在定理1的证明 
中，实际上证明了，4为左可逆当且仅当火为右可逆.事实上，设/!左可逆，依证 
明的第二部分有 L ( A ) = V n , 再依证明的第一部分推出4亦右可逆.反过来，如>1 
右可逆，即有 B 存在，使 A 则 B 左可逆，依证明的第二部分有 L ( B ) = V ；, 
再依证明的第一部分推出= /，即 A 左可逆. 

设4左可逆（或右可逆)，而 S 为 A 的一个左逆， C ■为 A 的一个右逆，则 
B = B ( AC ) = ( BA)C = C , 因之， A 只有一个左逆，也只有一个右逆，而它就是4 
的逆,这时>1是可逆矩阵. 

现在我们给出下面这个重要的概念. 

定义1 —个矩阵的行秩为 r , 如 L ( U ) 的维数是 r . 

有了行秩的概念之后，我们可以将定理1改述 如下： 

定理2 —个 n x ri 矩阵 A 可逆，当且仅当 >4的行秩为 n . 

下面的定理以后经常用到. 
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定理 3 设乂为行秩 r •的 m x n 矩阵，而 B 为行秩 n 的 n x Z 矩阵，则 AB 
为行秩 r •的 m x Z 矩阵. 

【证】设山为由>1中删去某些行所得到的子矩阵， 并设烏 的型为 (s,n). 
设6为V；中向量，则因 S 的行秩为《, bAyB = 0当且仅当= 0.因此4中线 
性无关行向量的最大数 r 亦为 AB 中线性无关行向量的最大数.这就证明了本定 
理. 

定理 4 设 A 为行秩 m 的 m x n 矩阵，则 m 彡 n ， 而 且有 一 个 （n - m) x n 
的矩阵 S 存在,使得（幻可逆. 

【证】设>1的行为叫，… ，》!„*, 依假定，它们线性无关，因之依定理 
2.7, 我们可以选取的一组基为 

1 «m. Wm+l, … ,Un- 


令 


则 





的行秩为 rt, 因而可逆. 

§5基变换，线性映射，矩阵的等价 

设 L 为V；的一个 r 维子空间，设 

⑴“ _ 

皆为行秩 r 的 r x 71矩阵，而 L ( U ) = L ( V ) = L ，即£/的行向量组成 L 的一组基， 
V 的行向量亦然.因 f/ 的行向量组成 L 的一组基，故V的行向量可表成 C7 的 
诸行的线性组合，即有 r x r •矩阵 P 存在，使 



( 1 ) 


ir = pu. 
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同理有 f x r 矩阵 Q 存在，使 

(2) U = QU \ 

将 （2) 代入（1)，得 

J 7* = PQU \ 

因 V 的行向量线性无关，故= ■/, 即尸， Q 皆可逆矩阵,而<3互为逆矩阵. 
反之，设卩为行秩 r 的 rxn 矩阵而 L ( U ) = L . 再设 P 为 r * x r 可逆矩阵.令 

(1) V = PU , 

则 

⑵ L ( U m ) C L ( U ) = L . 

依定理 4.3, CA * 的行秩亦为》•，故 L ( V ) = L { U ). 因此 17* 的诸行亦为 L { U ) 的一 
组基. 

我们把 （1) 式, （2) 式称为 L 的基变换公式. 

上面的讨论指明，基变换系由可逆矩阵所实现，而可逆矩阵可实现基变换.这 
一事实至为重要. 

现在设 t / 为行秩 r •的 r x n 矩阵，而 K 为行秩《的 s x n 矩阵.我们来研究 
以下形状的 方程： 



而 A 为 rxs 矩阵.显而易见 «!,• ••,Ur e HY ). 如令 L { U ) 中向量 OlUl + '--+ O r Ur 
映到 L ( U ) 中向量〜免+…+〜心,我们就得到从 L ( t /) 到 L ( V ) 之中的一个映射. 
显然这个映射是线性映射，即它具有 性质： 

I . 由 u —♦ S 及 u ’ —♦ ft ’ 推出 u + ti ’ 一* fi + 6’； 

II . 由 u —* ii 推出 ati —* aii , 

对于 L ( U ) 中所有 u〆 及尺中所有 a. 因此， （ 3) 可看作给出从 L(l/) 到 L(V) 之 
中的一个线性映射.反之,假定有一个从 L ( U ) 到 L { V ) 的线性映射，则这个映射可 
由 Ul ，…， 叫 的像完全确定.将 免， …， S r 用 K 的行向量表出就有 
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于是这个映射由 （3) 式完全确定.由 V 的行线性无关，故>1是唯一确定的. 

如果我们在 L ( f /) 及 L(V) 中选取新基，而 

U* = PU, V m = QV 

为基变换的公式，其中 P 为 r x r 可逆矩阵， Q 为 8X8 可逆矩阵.则对于新基而 
言，线性映射 （3) 就采取以下 形状： 

U* = PU = PAV = PAQ- l V. 


这建议下面的定义 

定义1两个 rxs 矩阵 yl 和 B 称为等价，如果有两个型分别为 rxt •及 sxs 
的可逆矩阵 P 和 Q 存在，使 

A = PBQ. 

定理1 在所有 r x s 矩阵组成的集合里，矩阵的等价是一个等价关系，即具 
有下列 性质： 

I - 对于所有 A >1与4等价； 

II . 如果4与 S 等价，则 S 与4 等价； 

III . 如果 A 与 S 等价， S 与 C 等价，则 A 与 C 等价. 

【证】我们有 

(0 A = 

( ii ) 如果 A = PBQ ， 则 S = P - MQ - 1 ; 

( iu ) 如果 A = PBQ, B = RCS, J 9 U 

A = {PR)C(SQ). 


定理因而成立. 

现在我们来求出 r x S 矩阵在等价之下的标准形，换言之，我们要求出一组形 
状简单的 r x a 矩阵，具有 性质： 

( i ) 它们之中任意两个皆不等价； 

( ii ) 任一 r x s 矩阵必与其中之一等价. 

我们先证次之定理 • 

定理2等价矩阵的行秩相等. 

【证】设>1 和 S 为等价的 r x s 矩阵，即有 r x r 可逆矩阵及 s x s 可逆 
矩阵 Q 存在，使 


A = PBQ. 



于是 
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P~ X A = BQ. 

依定理4.3, B 与 BQ 有相同的 行秩; 又显然>1与 P~ l A 有相同的行秩.因此4与 
B 有相同的行秩. 

定理3行秩为 p 的 r x s 矩阵必等价于 

/ /(**) o\ 

I 0 0 人 

【证】设 X 为行秩 p 的 rxs 矩阵.一个 rxr 矩阵 P 称为置换矩阵，如果 
它的每行及每列都只有一个 1 而有》 • - 1 个 0, 易见 PA 就是由 >1 经行的重新排列 
而得到的矩阵.因4的行秩为 p , 故可取一置换矩阵尸使尸>1的前 p 行线性无关， 
而其余诸行是前 P 行的线性组合.即 


PA 



=乞 bijUj (p + 1 < t $ r). 


令 

及 


则 




0 

J(r-p) 


PiPA = A u 



其中 H 为 p x S 矩阵,其行秩为 p . 依定理 4.4, 可得一 s x s 可逆矩阵 
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故 


PtPAQ_ l = 


/(p) 

0 


0 

0 


定理证毕. 

定理2和3凑在一起，就回答了我们上面提出的问题. 


§6列空间及矩阵的秩 


直到现在为止我们只讨论了行空间（或左空间）即所有1 Xfl 矩阵的集合,并且 
把它作为我们研究矩阵的基础，特别，我们把 mxn 矩阵的行看作行向量.与此相 
平行,我们把一个《 x 1矩阵看作一个 n 维列向量或右向量，并定义一个列向量 u 
与尺中一元素 a 的乘积为 n x 1 矩阵 U 和 1 x 1 矩阵 a 的乘积 uo, 这样我们就得 
到了 n 维列空间此地表示与行空间相区别.像在定义 2 .1 中一样，我们 
定义 m 个列向 ft 线性无关， 如果尺 中没有不全为零的元素 011 -- , a m , 

使得 

UlOl + ••• + UmOm = 0. 

然后我们可以得到§2 〜 §5中类似的结果. 

特别，我们定义一矩阵的列秩为其列所生成的％的子空间的维数.我们能够 
像§5中一样证明，等价矩阵的列秩相等，而且对每个列秩 p 的 m x n 矩阵>1 ， 都存 
在着 m x m 可逆矩阵 P 及 n x n 可逆矩阵 Q, 使 



这样我们就证明了 

定理1 对任何矩阵而言,其行秩与列秩皆相等. 

因此,我们可以定义一矩阵之秩为其行秩. 

今设>1 = ( an ) 为 mxn 矩阵，我们定义4的转置矩阵为 n x m 矩阵 
A， = ( a <>). 


o-ij (t = 1,2, - - = 1,2,… ,m). 

依定理1，我们知道 4 的行秩等于 1 的列秩.如果欠是域，则行空间 K 和列空 
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间 W 在下述意义下 相重： 存在一个一一映射,使得由 


(<»1 ， … ， On) 


推出 

a(Ol .• - .On) <-• 


对 A ： 中任意元素 a 和中任意向量 (aj, ••- ,o„) 皆成立.因之我们有 
定理2 设 K 为域，则矩阵 A 之秩等于其转置矩阵的秩. 

另一方面，如果 A " 不是域，定理不一定成立.因为这时 A " 至少包有两个元素 
a 和6,使得 ab ^ ba , 于是矩阵 

的秩为2,而其转置矩阵之秩为 1. 

关于矩阵之秩，以下诸定理常常会用到. 

定理3 m x n 矩阵 A 的秩为当且仅当>1含有一个 （ r , r ) 型子矩阵其秩为 
匕而 A 没有秩大于 r 的子矩阵. 

【证】设>1为秩为 r , 则4有 r 个线性无关的行,而其余的行都线性相关于 
它们，以5表由这 r 个线性无关的行所组成的子矩阵， B 为 rxn 矩阵而 B 之秩 
亦为》•，因之 S 有 r 列线性无关，以 C 表这 r 列所组成的矩阵,则 C 为 r x r 矩阵 
而 C 之秩为 r . 

设4有一子矩阵其秩 s > r , 则它含 s 个线性无关的行,假定它们厲于4的第 
i 行,…，第 j , 行，则4的这些行亦线性无关，因之 yl 的秩彡 S > r . 定理证毕. 
定理 4 设 4 和 S 皆为 mxn 矩阵，而其秩分别为 m 和则 

rA+B ^ M + Tb- 

【证】不失普遍性，我们可以假定 

-( 7 ：) 

令 
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其中历为 ( r A , n ) 型矩阵 ，场为 ( m - r A , n ) 型矩阵，则 

r A + B ^ {(/ (rA, 0) + 玖}之秩 + B 2 之秩 ^ r A + r B . 

定理5 设4为 i x m 矩阵，丑为 m x n 矩阵，而其秩分别为和 r B , 令 
C = AB 之秩为 》•<；, 则 


rA+rB -m^rc < miiih ， r B }. 

【证】 （i) 因 S 之秩为 r s , 故有 m x m 可逆矩阵 M 及 n x n 可逆矩阵 JV 存 

在，使 

，/(rB， °) n . 

.0 0 


B = M \ 


那么 


C m = CN \ A * = AM 


之秩仍分别为 r c 和而 


因之，只需研究矩阵 A 


•■(T ：)■ 


：y 


及 c 即可.我们写 


>!• = MI A5), 

其中>11为 i x 〜矩阵而 A5 为 I x (m - r B ) 矩阵.今>1•有 M 个线性无关的列， 
故>11至少有 

r A -( m - r B ) 

个线性无关的列，因之 


C* = A* 


(/( rB ) 0、 

I 0 o)- 


⑷ 0) 


之秩 r c 至伞为 


(ii) 由方程 C = AS 可知 C 的行线性相关于丑的行，因之 C 的行所生成之子 
空间属于 S 的行所生成之子空间，所以 


rc < r B . 

同样， C 的列线性相关于4的列，因之 


rc < r A . 
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§7齐次线性方程组 

设4为 m x n 矩阵,其系数属于 if . 考査适合方程 
(1) An = 0 

的列向量，这些列向童显然组成列空间 W 的一个子空间.今假定>1之秩为7•，则 
有两个型分别为 （ m , m ) 及 ( n , n ) 的可逆矩阵 P 和 Q 存在,使得 



令 to = Q - 1 ^， 则 

(2) 0 = PAu = PAQxu, 

因之,为如此一列向*，其前 r 个分量为零，而其余 n - r * 个分置可取任意值，因 
此适合 （2) 的列向置所组成的子空间的维数为 n - r , 于是适合⑴的列向童 M 
所组成的子空间的维数亦为 n - r . 设 B 为表示此子空间之一矩阵，则 

AB = 0. 

反之，对于一个固定的秩为71 - r 的 r » x f 矩阵 S , 我们有一个 r 维的子空间, 
此子空间由一矩阵 >4确定，使 


AB = Q. 

因此，在行空间的子空间与列空间 W 的子空间之间存在着一个对偶关系， 
这个对偶关系可以描述如下： 

对于 V „ 的每个 r 维的子空间 L 都对应着 W 的一个 n - r 维的子空 间艮使 
得 ：如以 >1和5分别表子空间 L 和 fl 所对应的矩阵，则 


而且反之亦然.更进一步,如果 la 和 L 2 是的两个子空间，而负和丑 2 是与 
它们相对应的 W 的子空间，则交 LiH £-2 与联 RiUR 2 相对应,而联 LxUL 2 与交 
ilinilQ 相对应. 
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§8 GL n ( K ) 的换位子群 

以 7 ii ( A)(i e JT ) 表 GL n ( K ) 中主对角线上的系数都是位置的 

系数是 A 而其余位置的系数都是0的矩阵.例如， 

1 A 0 0 \ 

0 1 0 0 

Ti 2 (A) = 0 0 1-0 

、0 0 0…1 > 

设 M = ( rriiih ^ n 为任意 nxn 矩阵，则 T ^ M 就是将 M 的第 i 行 ( mn , ••- , 
m in ) 代入 （nm + Xrriju - _ ，叫„ + Xm jn ) 所得之矩阵， MT 0 ( A ) 就是将 A / 的第 
列 ( mij , ■ • • • 饥 n >) 代入 (mjj + miiA , • • • , ninj + rriniX ) 所得之矩阵. 

令 

Pii = 

则&就是主对角线上的系数除了 （ M ) 及 UJ ) 位置为0外,其余位置都为 
位置系数为 1, CM ) 位置系数为 -1, 而其余位置系数都是0的矩阵.例如， 

0 1 0 ••- 0 \ 

-100 - 0 

Pn= 0 0 1 …0 • 

V 0 0 0 ••- \ / 

显然， PijM 就是将 M 的第 i 行和第 j 行互换，然后再将第 j 行乘以-1所得到的 
矩阵. MP { j 就是将 M 的第 i 列和第 j 列互换，然后再将第 i 列乘以-1所得到的 
矩阵. 

所有 7 ij ( A ) 对所有 i 和 j , 而 i / j 及所有 A e 所生成的群，称为 / C 上 n 
级特殊线性群，记作 SL n ( K ). 

定理1 任何 n x n 可逆矩阵 >4皆可表作 


A = BD(^ l ), 

其中 B e SL n (K) M D(jt) = [1，• • • ， l，/ij 为对角形矩阵， njiO. 

【证】设 >1 = ⑹）为 n x n 可逆矩阵 . >1的第一列中至少有一个元素/ 0, 
将4左乘以一个适当的&之后，可以假定 < x 21 / 0. 再将 A 左乘以一个适当的 
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T 12 ( A ) 之后，我们就得到一个矩阵 B = ( fty ) 而 h = 1•将丑的第一行的适当的左 
倍数加到其余诸行就可以得到一个矩阵 C = ( cy )， 而 c „ = l > Cfl =0( t / l ). 因为 
A 可逆,所以 （ cy ) 的第二列中有一个元素阳/ 0 (i # 1) •如果 n > 2,将 C 左乘以 
—个适当的心之后，可以假定 c 32 # 0.再将 C 左乘以一个适当的 T 23 ( A ) 之后我 
们就得到一个矩阵 I ? = ( dij ), 其第一列与 C 的第一列一样,而其 (2,2) 位置元素为 
1. 用同样的办法,我们可以使^ 2 =0(* ^2). 这样一步步地下去就得到一个矩阵 


/ 1 

0 

••• 0 

Ai„ 、 

0 

1 

… 0 

^2 n 

0 

0 

… 1 


0 

0 

… 0 

A n „ ; 


因 A 可逆，故 A „„ # 0;将这个矩阵的最后一行的适当的左倍数加到其余各行就得 
到一个矩阵 D ( n ), 而 p _ 0. 

定理2 是 GL n ( K ) 的正规子群. 

【证】 依定理1,只须证 SL „( AT ) 在 D ( n ) 之下不变,而 m 为凡中任意非零 
元素.因为 

D^TijWD^)- 1 = TijW 

⑹ - l =7V„(V 一 l ), 

Di ^ Tn ^ D ^)- 1 = T nj ^ X ), 


所以本定理成立. 

最后我们证明 

定理3设 n > 2,则 GL n ( K ) 的换位子群一定包在 SL n ( K ) 4 1 ；更进 一步, 
除开 n = 2而尺=巧外, SL n ( K ) 即是 GL n ( K ) 的换位子群. 

【证】 设€„是 GL n ( K ) 的换位子群.设/!和皋为 GL n ( K ) 中任意二元素， 
依定理1,有 

A = BD { n ), A \ = BiD ( m ), 

而 B , 执 e SL n { K ). 于是 

AA^A^SL^K) = D^)D(^)D( t x)- 1 D{^)- 1 SL n {K) 

=Dinta^nY^SLniK). 

由第二章料⑵，⑶，⑷式知 e SL n ( K ), 故 4 和山的换位子 
AAiA ^ Ai 1 属于 SL n ( K ). 因之€„ S SL n ( K ). 这证明了本定理的第一个断言. 
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现在来证明第二个断言 . n = 2 的情形在第二章§ 4 中已经讨论过了，我们现在 
假定 n 彡3.由 



推知 T 21 ( l ) e C „. 因为 GL n ( K ) 的正规子群，所以亦包有 


T 2 i(A) = [1， a , 1， ... ， i]r 21 (i)[i,A, 1， • • • ， 1J- 1 

对任意 A e «■*，其中 [1, A, 1,…，11表主对角线上元素依序为1, A, 1,…，1的对角 
形矩阵.因而 C：„ 亦包有 

Tu(X) = P^W)P 2 t (t^2), 

^ W = P^Ti^Pij OVl.O. 

Ty(A) = P 1 - 1 T <i (A)P u , 

所以 r y (A) 6 C„, 对于所有 i 和 j(i 笋 _7) 及所有入 efr . 这就证明了 
SL„(K) C €n. 

因此 

t„ = SL n (K). 

§9 行列式 

如 K 为域,我们有熟知的行列式理论.以 det^ 表 n x n 矩阵>1的行列式，我 
们知道有行列式的 乘性： 

detAB = detv4 detB, 

特别，如 A e GL„(A")， 则 

A —* deti4 

是从 到凡 的乘法群 A：* 之上的一个同态映射.这个同态的核记作91,则 
饥由 GL n ( K ) 中行列式为1的矩阵组成.显然有 det^^A) = 1,因之, detB = 1对 
—切丑€ SL n (K), 换言之， SL„(K) C 91. 根据定理 8.1 ， GL„(K) 中任一矩阵 >1 皆 
可表作 


A = BD(fi), 
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其中丑 e 5 L „( K ) 而 D ( n ) 为对角矩阵. . .于是 det>l = fx , 因之， 
detA = 1当且仅当//= 1,所以 

SL n (K) = 91. 

这样，当 A " 为域时，我们就利用行列式给出了刻画 SL n (K) 的一个方法，即 
5心(欠）由 GL n (K) 中所有行列式为1的矩阵组成. 

当欠 为体时，我们希望有类似的刻画 SL n (K) 的方法，为此我们将行列式推 
广到体上来，而使体上的行列式仍具有行列式的乘性，同时 SL n (K) 仍为 GL n (K) 
中所有行列式为1的矩阵组成.我们知道， 当 n 为 ！(• 中换位子时， £>(/ x ) 属于 
SL n (K)-, 因此就建议我们这时行列式取值的范围不再是而是商群 W / C . 以 

a —♦ < p { a ) 

表由 A ： •到 K -/ C 之上的自然同态映射, C 为 K . 的换位子群.我们用归纳法来定 
义行列式 如下： 

设>1 = 为 GL n ( K ) 中任意元素，而 n > 1,4的第一列中至少有一 

个元素_ 0;设叱# 0,将 X 的第 i 行的适当左倍数加到其余各行，可以得到一个 
矩阵（^叫咖，其中 吣 =叫，而心= 0 (j # i ) •以 Any 表由（吟）中删去第 
一列及第 i 行后所得到的子矩阵，定义 

detA = v >((- l ) i +1 a «) det ( i 4„_ i ). 

我们首先需要 证明： 

I . deM 与>1的第一列中元素的选取无关. 

我们用归纳法来证明 I ，在证明它的同时，我们还要证明以下 两点： 

II . 如果我们将>1的某一行加上另一行的一个左倍数，则 det ^ 不变. 

III . 如果将欠的某一行左乘以 if 中一个元素 M ， 则 det > l 就变成了 p (/ x)detA 
现在假设 I ， II , III 对 n - 1成立，我们来证明它们对 n 亦成立.为简单起见， 

我们只写出 n = 3的证明，但可看出证明的方法对一般情形也成立. 

设 



假定 a ! # 0和句# 0•由 ai 得到的也为 

( bi — a2a~[^b\ Ci — a2af 1 ci 
ba - a3af 1 6i c 3 - 


•^2(ai) 
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于是 


deti4 = y>(ai )det(A2 (ai)). 
另一方面,用由 a 2 所 得的乇 来定义 detA , 就有 


det>4 = y>(—02)det(><42(02 ))， 


由 


•^2( a 2) 



bi — a 1 a^ 1 b2 

f >3 — 030^*62 


ci — aia^ 1 C2 
C3 - a 3 aJ * C 2 


可将 A 2 ( a 2 ) 改写成 


^2( as )= 


f —oiaJ 1 (62——oio^' 1 (c 2—0201 *ci) \ 

^63 —030^" *61)—030^*(62—aaor 1 ^) (C3 — 03aj 1 Ci)—a3a 2 1 (C2 — <1201 1 Ci)/ 


可见 / l 2 ( a 2 ) 可由 / t 2 ( a !) 经将第二行加以第一行的 (- agaj 1 ) 倍并将第一行左乘以 
(- a ^ a 1 ) 倍而得到.依 n = 2时的 II 和 III 就有 


det(^ 2 (a2)) = ^(-aia^^det^aCai)), 

由于 

(^(- axo ^ 1 ) = v >( oi ) v 5(-02) -1 , 

因之，丨对于 n = 3亦成立. 

现在来证明 II 对《 = 3亦成立 . 为确定起见，假定〜/ 0. 今有 


i>2 + A6i — (< i2 + Aoi ) ai "* 6i = 62 - 


所以如果我们将第一行的某个左倍数加到足码 # 1 的一行上去，矩阵 A 2 { ai ) 不变， 
因之, det /1 不变.如果我们将足码 X 1的一行的某个左倍数加到足码/ 1的另一 
行去， yl 2 ( oi ) 亦经受同样的变化，依 n = 2的 II 可知 detC ^ Ca ,)) 不变，因之, detA 
亦不变.最后，假如我们将第一行加上另一行的一个左倍数，如 a 2 = a 3 = 0 ,则 ai 
和矩阵 > l 2 ( a !) 在此变换下不变，因此 detA 不变； 如 a 2 / 0 或 a 3 / 0 ,只须用 a 2 
或 a 3 来代替 A 以计算 detA , 则根据前面结果 detA 亦不变.因此 II 得证. 

最后，我们将 A 的第一行左乘以 M , 则勿被叫丨所代替，而 AM 不变，因 
之 det>l 就变成了 ip ( n ) detA . 如果我们将任意另外一行左乘以 / x , 则 h 不变，而 
A 2 ( ai ) 的相应一行亦左乘上了 / x , 因之 detA 亦变到了 ip { n ) 6 slA . 所以 III 得证. 

这样我们就证明了 


⑴ 


A — » detyl 
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是从 GL „(/0 到 K ” C 之中的一个映射.更进一步有 

定理1 设 K 为体，而 n > 1，则如上所定义的映射 （1) 是从到 
K -/ C 之上的一个同态，而且这个同态的核为5^„(欠)，即 

GL n { K )/ SL n { K ) ^ 1 C 1 C . 

【证】依定理 8.1, GL n { K ) 中任一矩阵>1皆可表作 


A = BD ( m ), 


其中 B e SLn(K). 依 II 有 
再依行列式的定义,显然有 


detA = det ( D (/ i )). 
deti 4 = ip ( ji ). 


由此立刻推出 （1) 是映上的. 

再者，设4和是 GL n ( K ) 中两个元素，表 

A = BD { X ), A \ = BiD ( n ), 


其中 氏 e SLn(K), »J 

det/lAi = detBD(\)Ai = detD ( A ) i 4 i = <p(\)detBiD(i/,) 

= ip(X)detD(n) = 

= det ^4 det -4 i . 

这就证明了 （1) 是同态. 

最后，设 A = BD{n) € GL n (K) 而 B e •则 detA = <p{n ). 因此 

detA = C 当且仅当 / i € C , 即当且仅当 >1 e SL n (K). 于是 SL n (K ) 是同态映射 
(1) 的核. 

至此,定理1完全证毕. 

我们再次指出，基于定理1，映射⑴给出了刻画 SL n {K) 的一个方法. 

上面,我们对于 GL n (K) 中的元素>1都定义了 detA, 而且我们知道它是 Abel 
群 K”C 中的一个元素.对于不可逆的 A 我们规定 detA = 0,而0是一个添加到 
K”C 上去的元素，并约定0 ■ a = a _ 0 = 0对一切€ K*/C 及0 • 0 = 0. 这样，对 
于任意两个 n x n 矩阵4 和士， 我们都有 


6. etAA \ = det ^4 detAi . 
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我们就把上面定义的 detA 04 可逆或不可逆）称为 A 的行列式. 

当 K 为域时， C 就化为欠的单位元素组成的群.这时，我们可以将群 K-/C 
就看作是 K *, 而将另外添加的元素0看作是 K 中零元素.于是 detA 总是 K 中一 
个元素，这时我们所定义的行列式与通常的行列式 相符. 然而，当尺不是域时，我 
们尚不能断言 K”C 是否与欠*的一个子群同构，因而不能断言 det > i 是否可看作 
K 中元素.但下面王湘浩的例子指明, Abel 群 K'lC 不能和欠*的中心的一个 
子群同构. 

设 D 为 F 2 上的全体形式幂级数 

⑷= 0或 l，r ■ 0) 

•y=r 

所组成的域.引进一个新的未定元 v , 而考査 D 上的形式幂级数 
a〆 （ a " eD ， s | o ). 

M =» 

我们形式地定义£>上两个形式幂级数相加为将相应系数相加，而根据规则 ya = 
a a y(a 6 D), 来形式地定义 D 上两个形式幂级数相乘，这里 a 是£>的一个自同构， 
它由方程 

X° = X + X 2 

所定义.易证，这样定义了加法和乘法之后，£>上全体形式幂级数组成一体，记作 
K. 注意 D 中在^之下不变的元素只有 F 2 中的元素，因此 K 的中心 Z =凡.另 

-方面,设4 = e A •，而 a ， # 0. 定义旧= y ' 依乘法规则吻| = KN , 这 

m =» 

表明 

卜 Kl 

是从到由 y 生成的无限循环群 { y } 的一个同态，因 { y } 是 Abel 群，所以它是 
K*/C 的一个同态像.这时 Z = {1}, 故 K./C 不可能与的子群同构. 

现在我们来证明关于行列式的一些常用的性质. 

IV . 如将 >4之两行互换，则 detZ 就变成 y >(- l)detA 
这个断言是下列等式的 推论： 

(°o)^0o )(：：)• 

V . 对于列而言，我们有以下类似的 性质： 
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V . I . 如果将>1的某一列右乘以尺*中一元素叫则 detA 就变成 
V .2. 如果将>1的某一列加上另一列的一个右倍数，则 detA 不变. 

V .3. 如果将>1的某两列互换，则 detA 就变成了以 一 l)detA 
这三个断言的证明有赖于是 GL n (K) 的正规子群这一事实.因对于 
任意5 e SL n (K), 我们可以写 

BD(n) = D^)B', 

而灰 e SL n (K). 我们再指出，如利用将 X 右乘以 TijiX) 引起4的列变化的方法 
亦可定义 detA 而这两个定义显然是等价的. 

VI •如火为 m x m 矩阵， £) 为 （n - m ) x ( r » - m ) 矩阵，则 

det ( ^ ^ ) = detA detD . 

V 0 

证明略去. 

VII . 如果 >1 为 m x m 可逆矩阵，则 



( A B 、 

)= det / ldet ( D - Cy 4- 1 B ). 


det ( 

这是下式的推论. 



/ /("*) 

o 

(A A B \ 

\ - CA - 

.1 /( n - m ) J \ 

\C D ) \ 0 D - CA~ l B J 


VIII . 对于可逆矩阵 X ,恒有 


detA = detCXAA- 1 ). 

—般地， 如 X 为 K 的一个中心元素，而 X 为可逆矩阵，则 
det(A/ -^) = det(A/ - XAX~ l ). 

IX. Cram6r 规则.设>1 = 为可逆矩阵,研究方程组 

( 2 ) = bi (1 彡 i 彡 n ). 
j=i 

以次表将4的第 i 列代之以 (6 ll -- 1 6 n y 所得之 矩阵： 设:^，吻,…，〜为⑺的 
解，如 x < 尹0则 

(3) deti4j = 
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如果叫= 0,而 detAi — 0. 

实际上，如： ti # 0,则 

( On fliiiti + • • • + ai„x„ ai,<+i - - - oin 

Ai= \ . 

^ Oni … On,«-l flnl^l + . • • + *nn*n °iM+l •. • °rm 

可逆，于是 （3) 式可从 V . l 及 V .2 推出•如 = 0, 则次不可逆，因此 detAi = 0. 
特别，当为域时，我们有 


det <4 i 

X<= diM - 

最后，我们指出，从以上的讨论可知，研究 K * 的换位子群是个很重要的问题. 
当 C = 凡•时,上面关于行列式的定义就失去意义.但目前我们关于体的知识尚不 
能给出 C = K - 的例子.如果 A " 在其中心 Z 上是有限维的，我们知道 C = A ■•不 
可能成立.实际上，设 ei ，勿，…，〜是 K 在 Z 上的一组基，如 Ae A ：, 令 

Ae, - ^2 dijej (1 ^ j < m), 


而 e Z . 定义 

N {\) = det ( a ^), 

我们称 N (\) 为入对于 Z 的范.易证，如则 
n( V 卜 N(X)NM, 

而且 N ( X ) = 0 当且仅当 A = 0. 因此，如 A € A " •，则 
⑷ 入一 N ( A ) 

是从 X •到 Z * 之中的一个同态映射.对于 a e Z *, 显然有 N ( a ) = o m . 因为 A ■不 
是域, Z 不可能是有限域，所以一定有一个 aeZ -^ a m jil . 因此映射⑷的像不 
可能仅含一个元素.又因为映射⑷的像是个 Abel m , 因而与 K ” C 的一个商群 
同构，所以 C 笋 / r . 

一个自然发生的问题是何时映射 （4) 的像与 K'/C 同构，即何时 C 与 K 中范为 
1的元素所组成的群相重.当 A ： 为实四元数体（或一般地，一个有序毕氏域上的四 
元数体）时，情况的确是这样的.这时范为1的元素不仅属于 C ， 而且可以表成换位 
子.实际上，设 K 为其中心毕氏域 Z 上的四元数体，而 A = a 0 + a 1 i + a 2 j + a 3 keK , 
则 


N(\) = (ao + a? + a| + a|) 2 . 
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设 iV ( A ) = 1,即 a §+ a ? + a 2 +a 2 = 1.如 A = ±1，则 1 显然为换位子而 -1 = 

亦为换 位子. 如 A # ±1,则 Z , 因之 Z ( A ) 是 Z 的一个二次扩域.因 Z 为有 
序毕氏域， Z ( A ) 中任一元素在其中皆有平方根，特别有 /i e Z ( X ), 使 M 2 = A .因 
JV ( A ) = 1,故 N (/ j .) = 1. 因此 / x _1 =兵.又因只和 / i 有相同的范和迹，故有 a € K , 
使 a^na = fi . 因此入 =为换位子.（注意，在证明中，我们还可以取 
N ( a )= 1,因此我们还证明了范为1的元素皆范为1的元素的换位子 
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§1几何结构 

人们对于几何学有许多种观点，以下这种观点对于本书而言是方便的. 

设5为一集合，其上有一个变换群 G 作用着 . S 称为空间，而 S 中的个别元素 
则称为点. G 称为 S 的运动群或变换群，而 G 中的个别元素则称为运动或变换 . 5 
的任何子集皆称为图形.两个图形称为等价或合同，如果有一个 G 中的变换将其 
中之一变到其中的另一个.因为 G 是群，故这是个等价关系.因之, S 中图形就分成 
等价图形类，属于同一类的图形的任何共同性质都称为 G 的一个不变童. F Klein 
在他著名的爱兰根纲领中将几何学定义 如下： 

“表述空间中图形在一已知变换群之下不变的性质的定义和定理的系统称为 
几何学”.换言之，几何学就是研究图形在空间的变换群之下不变的性质的（由定 
义和定理所表达出来的）学问，或研究变换群的不变量理论的学问. 

设 H 为 G 之子群，则 S 在 G 之下的不变童也在 H 之下不变，可是，能有在 
H 之下的不变量却并不在 G 之下不变.因之，群越小，空间就越复杂.一个极端情 
形就是群由单位变换组成，这时几何学 最大; 另一极端情形就是群由 S 中所有变换 
组成，这时几何学最小.这两个情形的趣味都不大. 

为了说明上述原理，我们举出以下 诸例： 

(例 1) S 由四个文字1, 2, 3, 4所组成.设分别表对称群，交错 
群，肆群，于是我们就得到空间 S 的三种几何学.算式 

n (而-巧） 

K«i<4 

为山的不变量，但却不是 S 4 的不 变置； 而算式 

XiX2 + X3X4 

为％ 的不变量,但却 不是山 的不变量. 

这个例子建议整个的 Galois 理论可以几何地加以研究. 

(例 2) 设 5 为群， G 为 5 的自同构群，则 S 的特性子群都在 G 之下不变. 
如果，丑是内自同构群，则 S 的正规子群都在 H 之下不变. 
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(例 3 〕设 S 为平面上的点集， G 为刚体运动群，则两点 （ a ^ yi ) 和 ( x 2 , y 2 ) 
之间的距离 



为一不变量. 

(例 4) 设 S 为 r x s 矩阵的集合, G 为矩阵的等价群，则“秩”为一不变量. 
(例 5) 设 /(a:) 为定义在- oo< a ： <oo 上的函数， ■? 为使积分 

乂 :|/(ar)| 2 dx 

收敛的函数 / Oc ) 的全体，即 S = L 2 •以 G 表变换 

g(y) = /~/(x)c 2 ^dx 

所成之集合， Fourier 积分理论中证明 G 将 S 变到它自己上面,而函数 

11/㈤ II = 尺 \f(x)\ 2 dx 

为- •不变童. 

为了研究方便起见，我们常在空间中引进坐标.空间 S 中的一个“坐标系”就 
是由 S 到数组集合的一个子集的一个单价映射 p — (： c ). 如此, S 的每个点 p 都用 
—个数组 （: c ) 表了出来.这个映射，并不要求是单值的.表示点 p 的任何一个数组 
( x ) 都称为 p 的坐标. 

今假定我们有一个具变换群 G 的空间 S . 假定在 S 中已经引入了坐标，则表 
S 中点的数组就称为组成一个数量空间 5. 如果以; I 表空间的变换群 G 中的一 
个元素，则可以确定 •§ 中的一个变换 ii 如下： 

(x)S = (x)r -1 nr, 

而其中 r 表映射 p — ( z ). 所有变换 ii 的集合组成一群 6与 G 同构.如果 p ( a ;) 
为 S 的一个坐标系，则 p — ( x ) S 也为 S 的一个坐标系，其中元为 <5中任意元素. 
如此得到的 S 的坐标系称为可许坐标系.显然， S 的性质为 G 所不变当且仅当它 
在每个可许坐标系中都有此性质. 

S 中两点称为在 G 之下可迁，如果 G 中有一变换将其中之一变到其中之另一 
个，即它们在 G 之下等价.在此等价关系下, S 中元素分到一些等价类里，每一个 
等价类称为一个可迁系.如果 S 只有一个可迁系，则 S 称为可迁的.例如，例1中 
的空间在 S a , M , V a 之下都是可迁的，而例4的空间却不是可迁的.在一可迁空间 
中，将一固定点不变的变换所组成的子群称为稳定群. 
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几何学中深入之问题为求出基本不变量系的问题.所谓基本不变量系，即为能 
完全确定出空间 S 的变换群 G 的不变量系,换言之, G 为 S 中所有变换所组成的 
群中将这组不变量不变的最大子群.例如实数域的自同构群由单位变换组成，即所 
有实数所组成的域到它自己的一一变换如果保持加性或乘性不变，则为单位变换, 
因之，加性和乘性为全体实数所组成的空间在自同构群之下的一组基本不变量. 

今假定我们有具变换群 G 的空间 S . 後 P % S 的一个性质，并假定这个性质 
并不在 G 之下不变.令 H 为 G 的使 P 不变的最大的子群，则我们可以研究空间 
5与群//的几何学.这个几何学通常称之为由绝对 P 所诱导出来的几何.例如，设 
S 为复平面， G 为 M6bius 群，其中元素为 Mobius 变换： 

Z ' = (az + b){cz + d ) -1 (ad -bc^O). 


取单位圆 


|z| = l 

为绝对，则 G 中使 |2| = 1 不变的子群 // 中之变换为下列 形状: 

Z ' = [az + b)(bz + a ) -1 (aa — bb = 1). 


我们得到 S 在群 H 之下的几何学.这个几何学的空间不是可迁的，它由三个 
可迁系组 成 ：⑴ M < 1, ( ii ) | 2 | = 1和 （ iii ) 卜 I > 1. 如果 | z | < 1为我们的新空间 
S ', 则空间 V 在群 H 之下的几何称为 Jio 6 a » iCBCKHii 几何. 


§2射影空间 

设 k 为体，特征为 0 或 P . p 为素数. 

现考査所有 n+l 数组 ( ao < ai , - • - ,< 1 „) 的集合, ao , ai , • - - , On € 而 ao ， ai , …， 
a n 不全为零，即所有 V „ +1 中的非零向量之全体.两个这种数组 （ ao ， ai ，…， a n ) 和 
(6 o ,6 i ,--,6 n ) 称为左等价，如果尺中有一个元素 A 存在,使得 

(oo.ai, • •- .On) = - ， bn). 

显然， A ^ O . 这是个等价关系.我们把等价的 n + l 数组称为点.这样的点的集合 
就称为 A •上的 n 维（左）射影空间，记作 PN ^ K ). 类似地，我们可以定义 K 上的 
n 维（右）射影空间，记作 PK ( K ). 

设>1 = (« b ) 为元素在 *： 中的 n + 1行可逆矩阵.考査方程 


(1) 


y = xA, 
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而 y = (yo.yi, -- ,y n ) 及* = (x 0 ,x lt - -,x n ), 这就定义了空间中的一个射影变换， 
将点 （Ax 0 , An, …， Ax„) 变到 (AiA),Ayi, - - , \y n ). 于是对于尺上每一个 n + 1行 
可逆矩阵>1都对应着一个射影交换 （1), 但反之则 未必. 实际上，两个可逆矩阵>1 
和 B 表同一射影变换，当且仅当 A： 中有一个中心元素 P 存在，使得 

• A = pB. 

为了证明这一点，仅需 证明： 如果变换 

y = xA 

将射影空间中每一点都不变，则必有 A =〆，而 p 为 K 中的中心元素.将 (1,0,-•• ,0), 
(0,1,0,… ，0,1) 代入 

Ax = xA, 

就可推出>1为对角矩阵.写 


A = [ ao . ai , -- , a „], 

由 

A(x 0 ,Xl, -- ,Xn) = (* 0 ,* 1 ， … ,X n )A 

推出 

Axo = *oaoi Azi = ijOi, • • • , Xx n = x„a„, 

对于所有的 ,Xn) # (0,0,-•• ,0), 而 A 可以依赖于 (xo,*!,••• ,x„) •由 
••- ，*»)*= (1,1.• • ■ 1) 推出 A = ao = ai = • • • = 0»»,因 之入与 (x 0) «i, •• - ,x„) 
无关而且是 A" 中的一个中心元素.因 A = a 故/I = p/. 

再者，方程 

y = xB, 

而 B 为/1之逆,表与相逆之射影变换，而且如果 


V = xA\, y = xAi 


为二射影变换，则其积 

z = yA2 = xA \A2 

也为一射影变换，因>1^2也可逆.这就证明了 

定理1 PN l n (K) 中之射影变换之全体组成一群，称为上 n 维射影变换群, 
此群即为 PGL n+l (K). 




§3 PA ( AT ) 中点的线性相关性 
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更进一步，如果假定⑴中矩阵属于 SL n +1 { K ), 如此得到的射影变换组成的 
群就是 PSL n +1 ( K ). 

今设 S 为一集合，它的点可以与 PNUK ) 的点 —一对应，并以 ：1 表此对应， 
则 PN l n ( K ) 中任一射影变换 r 都对应着中的一个变换显然， S 的这 
种变换之全体组成一群，把集合 S 看作有这样一个群作用在它上面，我们就得到 
-个 ri 维（左）射影空间，记作 KW . S 中的元素称为点.在对应 n 之下，5中 
的每一点 P 都对应着非零 n + 1 数组 （ AocA ^,... , Ao „) 所组成的等价类，而有 
Pn = ( Aao . AoL . -. Aan ). 这个等价类中的任意 n + 1数组都称为点 P 的一组坐 
标.因之,对应 jr 就确定了 S 中的一个坐标系. 

考虑 PK ( K ) 中的一个射影变换.如果这个变换将 PK ( K ) 中在 Jt 之下对 
应于 P 的点尸 n 变到/ V ,则 S 中的点 P 的集合与 PN l n { K ) 中的点 Pn ' 的集 
合之间就有了一个 一一 对应，而这个对应也在 S 中定义了一组坐标.实际上,对于 
PN l n { K ) 中的任意一个射影变换都可以定义出 S 的一组坐标来， S 的各个这样所 
得到的坐标就称为 S 的可许坐标系.由射影变换成群的性质可以推知如果确定 S 
和 PK ( K ) 之间最初的那个一一对应 Ji 用另外一个确定 S 的可许坐标系的对应 
Y 来代替的话，也得到同样的可许坐标系的集合. 

如今，我们可以把方程 

( 1 ) V = xA, 

其中 2 / = { yo , yi , •■- , Vn),x = (* o . a ： i .- ■ - , x „) 而 为 n + 1 行可逆矩阵，用两种 
方法来解释.首先,我们可以把 ( x 0 ,® i ,--, x n ) 看作 P },{ K ) 中之一点 P 在某一可 
许坐标系中的坐标，而 ( w ,, yi ,--, yn ) 为这同一点 P 在另一可许坐标系之中的坐 
标，即这时我们把 （1) 式看作坐标变换.其次，我们可以把 ( yo , Vi , --, y n ) 看作点 
( xo . xi , 在射影变换之下的像，即这时我们把 （1) 式看作 fi ( K ) 中的射影变 
换. 

最后我们指出，对于 pm 也可作同样的讨论，但我们不去重复它了. 

§3 py / o 中点的线性相关性 

定义1 设 4 U 1 ， …，沪为中的 fc + l 个点•以 
A i = (aj,ai，-•• ,oj,) (i = 0 ， l，-.，*) 

表它们在一可许坐标系中之坐标.我们说它们在 li ( K ) 中线性相关， 如果欠 中有 
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不全等于零的元素 Ao.AL - . Afc 存在,使得 

k 

AiaJ = 0 (j = 0.1. ••- > n )- 
»=o 

否则，我们就说它们在 P^K) 中线性无关 • 

为了说明点 - ,A k 的线性相关性为点的本身的性质,这就必须要证明 
它们的线性相关性与在选取的坐标系中的坐标的选取无关，以及与 
可许坐标系的选取无关.实际上，设,圮）为 A 在己给可许坐标系中的另 
一组坐标，则 

6j = ma) (t = 0,1, • • • ,k;j = 0,1, - ,n), 

而叫为 A ： 中的一些非零元素.于是，由 （1) 可以推出 

k 

= ° (j = 0 ， lr.. ， n). 


再者，令 

y = xC 

表 P l n { K ) 中的可许坐标变换.在新坐标系中，设少的坐标为 ( bb ， b\r - X )，则 
(‘的，… ,6* n ) = (4， a * ) -- ,4)(7 (i = 0, l ,- - , fc )- 

于是 

E ^ 桃， b i-X) = (f2 a i, … ， O)c=o, 

«=0 »=0 

因此 P ^ K ) 中点的线性相关性为点的性质.我们可以形式地写作 
=0 

i=0 

借助于第三章中所讨论的行向量的线性相关性，我们可以用以下的定义来表明 
^ A°,A \---, A k 的相关性. 

I . 如果« < ，…， o (i = 0,1,…， A ) 为 W ， / I 1 ,…， W 在一己知可许坐标系 
中的坐标，则 A °, A \---, A k 线性相关之充要条件为这 fc + 1 个行向量 


在 K 上线性相关. 


(aj„oi, - , 0 ^) (i = 0 ， l, … ， fc) 
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II . A °, A \--, A k 线性无关的充要条件为矩阵 
- 

••- a n 


、 a§ af … oj ； / 

的秩为 *5 + 1. 

我们立刻可以得出以下的 推论： 

定理1 P },( K ) 中的任意 m 个点，而 m > n + 1，必线性相关. 

定义2如果一点>1可写作 

k 

XA-^XiA* = 0 


XA ^^ XiA 1 , 

i=0 

而 A 为 K 中非零元素，则 >1 称为线性相关于 A °, A \ --, A k . 

显然,在一己知可许坐标系中，以下 n + 1个点 

A* = (Sio^n, - ,Sin) (i = 0,l, - - ,n) 

线性无关，其中 <5« = 1;心= 0若 i 〆 j . 而任意一点 
■4 = (ao,ai,- ■ - ,0„) 

可以表成 n 

A = y ^ ajA ^ 

i=0 

因之 Pi ( K ) 中任意一点都线性相关于这 M + 1 个点.它们称为己知坐标系的标准 
单纯形. 

我们注意，如果< A 1 ，.. •，炉为 K ( AT ) 中 it + 1个线性相关的点，则它们在 
任意可许坐标系中的坐标为 V „ +1 (/0 中 it + 1 个线性相关的向量；而且反之亦然. 
因此,点的线性相关性的性质可以由向量的线性相关性的性质推出来.我们把主要 
的结果写在 下面： 

定理2 如果…，炉线性无关,如果 >4线性相关于它们，并且 

k 

A.4 = ^A < i4 < , 
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则 Ar + 1 数组 (Ao.AL - .Afc) 所属的等价*+ 1 数组类唯一确定. 

定理3 如果 B°,B 1 , -,B h 线性相关于/，…，…，…，而户线性相关于 
丑 0 ,丑 1 ,…， S h ，则尸也线性相关于 A°,A 1 , - -,A k . 

定理 4( 替换定理）设丑^ B 1 , …， B h 为 ft + 1个线性无关的点，并假定它 
们都线性相关于 A °, A \ - , A k , jSlJ h ^ k , 而且我们可以在 A 0 ^ 1 , -- , A k 中找 
出 fc -/ i 个点如 + V , 如，使得线性相关于- , A k 的点也线性相关于 


§4线性子空间 

定义1 P ^ iK ) 中之一子集称为 ^ K ) 中的一个线性子空间，如果它包括所 
有线性相关于其中任意有限个点的点. 

例如,依定理 3.3, P l n {K) 中线性相关于 Jk + 1 个己知点 A°,A\ - ,A k 的集合 
为一子空间，此子空间记作 L(AO,A\ ■■- ,A k ). 

定义2 设 L 为 Fi{K) 中一子空间.如果 L = L(A° 1 A 1 ,- - ,A k ), PJ A°,A\ 
…，#称为 L 的生成元.如果它们是线性无关的，则它们就称为基. 

我们现在指出在的线性子空间的集合与 V n+l (K) 的不是仅由零向量 
所组成的向釐子空间的集合之间存在着一个一一对应的关系.如果 L 是 0( 欠）的 
子空间，则其中的点在一可许坐标系中的坐标和（ 0,() ， •.• ， 0) —起组成 K„ +1 (iO 中 
与 L 相对应的向量子 空间； 如果 V 为 V n +1 ( K ) 中的一个向量子空间，则 0(/0 中 
那些点在一可许坐标系中其坐标属于 K 者组成与 K 相应的子空间.因此， P l n {K) 
中线性子空间的性质可以从向量子空间的相当的性质推出来，我们只把结果写在下 
面而不去证明它们. 

定理1 L(A°,A\---,A k ) 的任何线性无关子集最多包有 fc + 1个线性无关 

的点. 

定理2 Pi ( K ) 的任何非空线性子空间 L 都有基. 

定理3 设…，炉为巧 (AT) 中一非空子空间1的基,如果 B 1 ,... , 
B k 为 L 中任意 A + 1个线性无关的点，则 


L = L ( A °, A \ - - , A k ) = L ( B °, B 1 , -- , B k ). 

更进一步，基中点的个数都一样. 

定义3 P l n { K ) 中一非空线性子空间 I 的任何一组基中点的个数减去1称为 
L 的维数.空集定义为 -1 维的, 0维线性子空间称为点，1维线性子空间称为线，2 
维线性子空间称为平面, 71- 1维线性子空间称为超平面. 

我们有以下重要 定理： 
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定理4 P l n { K ) 的任意一个 A ： 维线性子空间都是一个 PUK ). 

【证】设 A °, A \---, A k 为此*维线性子空间的一组基，则此子空间中任意 
点 <3皆可表为 

k 

i=0 

而 fc + 1数组 （ AcA ^...， A k ) 除开左等价外由 Q 点唯一决定.这就建立了此子空 
间的点与 PN l k ( K ) 的点之间的一个 一一 对应.现在设 - - , B k 为此子空间 
的另一组基.我们有 

k 

= ‘〆 (1 = 0,1,••• ,k) 

j=o 

及 

k 

A i = (i = 0,1, - 

j=o 

于是 

k k 

々 = （i = 0,1, ••，*)• 

j =0 1=0 

因为 A °, A \---, A k 线性无关，所以这是一个恒等式，因之矩阵 
A = ( aij ) 


及 

B = (6 y ) 

互为逆矩阵，这就是说>1和5都是可逆的. 
今如果 

k 


则 


而 

( 1 ) 


<3 = 5^53•丑 j M〆， 

i=0 j=0 j=0 

k 

= 5 Z A<0< >- 


于是，由 A 0 , A 1 , … ，炉到 - , B k 的基底变换就给出 P l k { K ) 中的射影变 
换 （1). 反之， li ( K ) 中任一射影变换也对应于线性子空间的一个基底变换.于是， 
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Pl ( K ) 的任一 fc 维子空间都是一个 Pl ( K ), 而且毎组可许坐标系中的坐标变换都 
对应着子空间中的一个基底变换. 

现在我们来研究 KiK ) 的子空间所成之集合的格的结构.以下结果可以从对 
应的向量子空间的结果立即推出. 

定理5 如果 L 和 M 分别为/ I 和维的线性子空间，而 i £ M , 则/! < fc . 
更进一步,对于 L 的任一基，我们都可添加 M 中的 A - A 个点到它上面使之成为 
M 的基.又如果 L Q M 而/» = fc , 则 i = M . 

我们定义，二个线性子空间1 > 和对的交1门对为£ ( 和财的公共元素的集 
合.由线性子空间的定义可以立即推出 LDM 也为子空间.包含 i 和 M 的最小线 
性子空间称为 L 和 M 的联，记作 LUM . 

以下关于交与联的性质极易验证其 成立： 

Li LuL = L , LnL = L ; 

La L U M = M U L , = 

L 3 LU ( MUJV ) = ( LUM ) UN , 

Lrt ( MnN ) = ( LriM ) nN ； 
l 4 Lu ( LnM ) = L , Ln ( LUM ) = L . 

其中 L , Af，iV 都是 P ^ K ) 的子空间. 

如果我们用 d ( L ) 来表示子空间 L 的维数，则有 
定理6 设 L 和 M 为 Fi ( K ) 的线性子空间，则 

d(L UM ) + d(L nM ) = d ( L ) + d ( M ). 


更进一步,我们有 

定理 7 如果 L,Af 和尺是 P l n ( K ) 的线性子空间，而 L g 贝 IJ 

LU(MnAT) = (LuM)r\N. 

定理 8 对于 f -( AT ) 的任一线性子空间 L , 都可以找到一个子空间 L '， 使得 
P^(A-) = LUL , ) 


而 

LnL ' = 0 

(1/ 称为 I 的补空间). 

定理9 设 L 为 P ^ iK ) 的线性子空间，则对于含于 L 的任意一串单调递增 
子空间 


Lo C Li C • • • C L (Li ^ ii+i), 
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都可以找到一个整数 t 使得 L r = L . 

在下一节中，我们还要回来讨论这些结果 - 
最后我们来研究1维线性子空间，即线.我们不难证明 
Px 任意两个不同的点都在一条而且只在一条线上- 
P 2 任何一线都至少包有三个点. 

更进一步，我们要证明 

P 3 如果一条直线与一个三角形的两边相交（不在它们的交点)，则必与第三 
边相交. 

【证】 设三角形的顶点为 A , B , C . 设£>和五分别为线 Z 与>15和 SC 的 
交点，则 

D = aA + bB , E = cB + d , C . 

因为 i 不通过丑点，所以 a / 0, d 笋 0. D 和£所确定的直线上的点必可表成 



xD + yE = xaA + (xb + yc)B + ydC , 


而且对于任意不全为零的 : r 和 y , 它们都是 I 上的点.因为我们可以选取 A 和 p 使 
得 

Xb + nc = 0, 

而知和 / id 不全为零,所以 P 3 就证明了. 

以下我们将给出线性子空间的另一定义,并把它称之为束.这个定义依赖于线 

的概 

定义4 fi ( K ) 中的一个点集称为一个束，如果它包有通过它里面任意两点 
的线上的点的全体. 

设 AM 1 , … ，沪为 P ^ iK ) 中 fc +1 个点.我们先求通过如和烏两点 
的线上的点的集合，然后，我们再求通过上面这个集合中的一点和的线上的 
点的集合，这样继续下去一直进行到最后得到的点集显然是一束，称之为由 
A 0 ,^, ••- , A k 所定义的束.显然，将•，炉重新排一下，用上面这种方法， 
仍然得出同一个束来. 

我们更有以下的 性质： 

P 4 存在有由 n + 1 个点所成之有限集合，它们所确定的束为整个空间，而由 
任意少于 n + 1个点所确定的束却不能是整个空间. 
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实际上， 

(1,0，-，0)，（0，1，0，--，0)，…，（()，•••，0，1) 

就是适合我们要求的 n + 1 个点.而任意 m + l(<n+l) 个点顶多确定一个 m 维 
子空间. 

§5关于射影几何的公理化处理 

上节中的性质和 P 4 有时被用作射影几何的公理，更确切地说,我们 
有下面的 定义： 

设《 > l , rt 维射影空间为一适合和 P 4 的点和线的集合. 

在上节中，我们证明了由射影空间原来的定义可以推出这个定 义来； 当 n > 2 
时，由这个定义也可推出原来的定义.这件事实的证明只不过是在射彩空间中引进 
坐标，这可以在任何射影几何的古典教本中找到（例如 O.Veblen and J.W.Young, 
Projective Geometry). 

当 n = 2 时, PiPiPa 和 P4 不足以刻画出以前所讨论的 2 维射影空间来，更 
确切地说,对于§2所定义的 n (> 1) 维射影空间和本节中所定义的 n (> 2) 维射影 
空间，我们能够证明以下著名的 Desargue 定理. 

Desargue 定理 设 ABC 和 A ' B ' C 为两个三角形.如果 AA ', BB ', CC ' 通过 
-点，则从和 MB ' 的交点，和 D ' C ' 的交点以及和 A ' C ' 的交点 共线; 
而且反之亦然. 

在 n = 2时，我们不能从 Pi , P 2 , P 3 和 P 4 推出这条定理来. 

在引进坐标的过程中，这条定理是很基本的，如果本节中所定义的2维射影 
空间亦适合 Desargue 定理，则可以在它里面引进坐标因而是 §2 中所定义的射影 
空间. Desargue 定理在其中不成立的 2 维射影空间称为非 Desargue 空间.（关于 
非 Desargue 空间，读者可以参看以下论文： O.Veblem and J. H. M. Wedderburn, 
T^ans. Amer. Math. Soc., 84(1907), 379 〜 388; M. Hall, Projective Planes, IVans. 
Amer. Math. Soc., 54(1943), 229 〜 277; 以及 Ruth. Monfang 发表于 Math. Annalen, 
105 〜 110 卷上的六篇论文 

射影几何的另一组公理是格论方面的.首先我们举出以下 公理： 

Li LUL = L , L (~\ L = L m , 

L2 LU M = Af U LC \ M = MnL ; 

L 3 LU ( MUJV ) = ( LuM ) UiV , Ln { MnN ) = { LnM ) DN -, 

L 4 LU ( Lf \ M ) = L , Ln ( LuM ) = L . 

如果 L 0 M = M 或同样地 LnM = L , 就定义为 LCM . 
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Ls 如果 t SJV ， 贝！ I Lu(MniV) = (iuM)nTV; 

L 6 对于每个 L 都有一个 L ' 使得对于所有 M 都有 

M CLuL'RLnL 1 CM. 

U 对于每个 L , 如果有含于 L 的单调递 增链： 

I>0 C £>i C La C • • • C L (Li ^ Li+i), 

则必有一整数 r 存在，使得= L . 

适合和 L 4 的一组元素集合称为一格,条件 L 5 , L 6 及 L 7 分别称为模 
性，补性及链条件.我们在上节中已经证明， n 维射影空间所有的子空间的集合为 
—有模性，补性及链条件的格.反之，我们可以证明，任一有模性，补性及链条件的 
格必为射影空间的直接和.关于这个定理的证明读者可以看 G . Birkhoff , Annals of 
Math ., 36 (1935)，433 〜 454 及 Menger , Annals of Math ., 37(1936), 456 〜 482 的论文. 

最后我们指出，如果用 PiPiPa 和 P 4 来刻画射影空间，我们只需要两种对 
像，即点 和线； 而如果用 h ~ L 7 来刻画射影空间，我们需要全体子空间.因之，第 
一种方法的好处是可以用低维子空间来刻画几何，而第二种方法的好处则在于有对 
称性，即对偶性. 


§6线性子空间的方程及对偶原理 

在讨论线性子空间的方程以前，我们先引进子空间的矩阵表示法. 

设&为 PUK) 中的一个 * 维线性子空间，并设 A°,A\ ■■- /为 Sk 的一 
组基，在一可许坐标系中，令 a 0 = (og.a?, -- = («••■ = 

(ag,a*,---,aS) 表点 ,A k 的坐标.我们造出矩阵 


这是个 (A + l.n + l) 型的矩阵，而它的秩为 fc + 1. 我们把它称之为在己知可许坐 
标系中&的一个矩阵表示.显然，在 P ^ K ) 中用一个 n +1 行可逆矩阵 r 来变换 
坐标，则&在新的坐标系中的矩阵表示就是 L7\ 型为 (jfc+l,n+l) 的两个矩阵 
1和 M 在同一可许坐标系中表同一子空间当且仅当有 一+ 1行可逆矩阵 Q 
存在，使得 
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再者， 如 ~~ h 维子空间汍含于 一 fc 维子空间汍中，并设 i 和 M 分别为它们在 
同一可许坐标系中的矩阵表示，则有一 (h + l,k + l ) 型而 /i + l 秩的矩阵 Q 存在， 
使得 

L = QM . 

而且,反之亦然. 

同样, P ^( K ) 中一 fc 维线性子空间可以用一个矩阵 

表出，如果6。= Kb^-xry = (岵，圬，…是 
E * 的基中的点在一可许坐标系中之坐标.显然,这个矩阵是 （ n + l,fc + l ) 型而 k+l 
秩的. 

今研究一左射影空间 Pi ^ iK ) 和一右射影空间 P ^( K ). 在这每一个空间中我们 
都确定任意选的可许坐标系，并且我们说它们相联.我们先来说明如何将 4(/0 中 
的一个可许坐标系与 K ( K ) 中的一个相联. 

假定 P ^ K ) 中给了一组新的坐标系，设从原先选取的坐标系到这组新的坐标 
系的变换为 

V = xA , 


然后我们就把 P ^ K ) 中这组新的坐标系与由变换 


y ' = A ~ l x ' 


从 pm 中原先选定的坐标系所得的坐标系相联.显然，可以证明两个空间的可 
许坐标系间的相联对应是1对1的，而且当任意一对相联坐标系确定后，这个对应 
被依上述规则所唯一确定. 

今考虑 P ^ K ) 中的一个 fc 维线性子空间办，并且让 L % Sk 在一可许坐标系 
中的矩阵表示，考虑方程组 

⑴ Lx ' = 0, 

而 a: = (xo.ii, ••- ,x n ). 因为 L 为 fc 维子空间的矩阵表示，所以 L 是 （fc + l,n + l 〉 
型而 A: + 1 秩的 矩阵； 因之齐次方程组 （ 1) 的解组成右空间中的一个 n - A: 维的向 
量子空间.将此向量子空间中的非零向量取作 n ( K ) 中相联坐标系 中一线 性子空 
间的点的坐标，则其维数为将它记作 En-k-l, 以 U 表 E n _ fc _, 在相联坐 
标系中的一个矩阵表示，则 


(2) 


LU = 0. 
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可是，因为£/是一个 n - k -1 维子空间的矩阵表示,适合方程组 
xU = 0 

的向量组成左空间中的一个 fc +1 维的向量子空间.这个子空间的非零向量可以看 
作 P l n ( K ) 中一个 ifc 维子空间的坐标.据 （2), 这个子空间包有灸的所有点，因之与 
S k 相重合 .于是 Sk 决定了 E „- fc - i ； 而反过来， E„-*-i 又决定了氏，我们就说它 
们相联. 

我们来证明这个相联关系与特别选的 da ) 与 nw 中相联的坐标系无关 • 
设 

y = xA 

为 P ^ K ) 中之坐标变换，而 

y' = A~ x j! 


为 P ^( K ) 中相联的坐标变换，即 S fc 与 E n _ fc _, 在这组新的相联的坐标系中的矩阵 
表示分别为和 A - W , 我们仍然有 


{ LA ^ A ^ U ) = L ( AA~ l )U = LU = 0, 

因之得证.子空间&和 E n _ fc _, 称为对偶线性子空间.因之，我们证明了 

定理1 对于 P l n ( K ) 的每…个线性子空间&都有 P ^ K ) 中的一个对偶线 
性子空间与之对应,而且，反之亦然. 

如果我们取 KW 中 一 n - * - 1维的线性子空间在一可许坐标系 
中的矩阵表示为 I；, 则& 就是 li ( K ) 中在相联坐标系中适合方程 

(3) xU = 0 

的所有的点.因而我们把 （ 3) 称为线性子空间灸的方程. 

其次我们证明 

定理2 两个线性子空间的交的对偶为它们对偶的联，而且，反之亦然. 

【证】设&和\为 P ^ K ) 中的两个线性子空间.设它们的方程分别为 

il/ = 0 和 xV = 0, 

则 S p 和& 的交就是由这方程组所定义的.假定矩阵 （ W ) 的秩为71 - fc , 则 5 P 
和的交是一个维子空间负.写 


U = («}) 


t = 0, l , -, n - p-l 
J = 0,1. ••- ,n 
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则下面超 

i 2 n ~： 

(<) 

«i 

p - q 个点： 

n - p - 1), 

f ^\ 

⑷ 

(i = 0， l ，"， 





U J 


(i = 0，1 ，-..，n - g - 1) 


就线性相关于其中的 n - k 个线性无关的点. 因 Z S p 和 S v 的对偶和 
就属于一个而它是&的对偶.再者，因为任意含和 
E „_ ，-,的线性子空间必然包含 （4) 中的 2 n _ p - 9 个点，而其中有 n - k 个线性 
无关，所以没有更小的子空间既包有 Sn-P-I 又包有因之， En - fc -! 就是 
与 S n _^_l 的联 • 

于是，立即得到下面的推论： 

系理如果4 g S ,， 则 E „- p-i 2 

我们已经在 PUK ) 与 P ^{ K ) 的子空间之间建立了一个对应关系,而交与联分 
别对应于联与交.如果我们对于 P ^ K ) 证明了一条定理，而这个证明只依赖于线 
性子空间的性质及它们交与联的性质，则这个对应就使我们马上写出的一 
条定理而不必再去证明它.巧 ( A ：) 和 KW 的定理间的关联称为射影空间的对偶 
原理. 

对于每个体我们可以造一个体 K 与 K 反 同构： 对于 iC 中每个元索 a , 我 
们让一个符号6与之相关.如果我们定义 


a + 6 = a + 6, a • 6 = 6 • a , 


则这些符号的全体显然组成一体 A ■与 K 反同构.现考査右射影空间 P ^( K ) 与左 
射影空间 P ^ K ). 我们可以在圮(欠）和 K ( f <) 的点之间建立一个一一对应的关系 
和它们的可许坐标系之间建立一个一一对应关系.在和中选定了相 
应的可许坐标系之后，点 


(«■•，<)，和（孓 U ) 

就一一对应.而 P ^( K ) 中从原坐标系经变换 r 得到的一个坐标系就与 P ^ K ) 中从 
原坐标系经变换:^得到的一个坐标系相对应.在此对应之下，线性相关性是保持 
的.更进一步， fc 维线性子空间对应于 fc 维线性子空间，交对应于交，而联对应于联. 
因之，依对偶原则如果我们在 KW 中有一条定理，而这条定理只与线性子空间 
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s v ， s q ，… 以及它们的交与联有关，我们就得到 啡) 中的一条定理，而这条定理 
只与子空间 S n - p _uS n - q _ u … 以及它们的联与交有关.如果尺为域，则 K = 左， 
因之,对偶原理在 P^iK) 中成立.最后，如果原定理对于所有基础体 K 都成立，则 
对于 P l n (K) 亦成立，因之，对偶原理对于 P l n (K) 亦成立. 

§7标准单纯形 

定义1 fc +1 个有序的线性无关的点称为一个 fc - 单纯形. 

定理1 在射影群之下， fc - 单纯形的全体组成一个可迁集. 

本定理可由下列亊实 推出： 总有一个射影变换将任一 fc - 单纯形变到由下列 fc +1 
个线性无关 的点： 

( 如，氏 1 ， … ,Sin) (0 < t < A:) 

所组成的 fc - 单纯形. 

定义2 n - 单纯形称为标准单纯形. 

定理2将一个 n - 单纯形不变的射影变换所组成的群与以对角矩阵为其矩阵 
的射影变换所组成的群同构. 

【证】依定理1，只要证明定理对于由 n + 1个点 

A' = ( i 5 io , 6nr - ,Sin) (0 < * < n ) 

所组成的 n - 单纯形成立即可.由 

A i = p^T (O^i^n) 

可以推出 r 为对角矩阵. 

定义3 n + 2个有序点称为组成一标架，如果其中任意 n + 1个都线性无关. 
定理3标架的全体组成一可迁集. 

【证】依定理1，我们可以取标架的前 n + 1个点为 

A* = (JjO, 5<1, - - - , 5 in) (0 < t < 7l). 


■<4 n+1 = (ao.oi, •■- ,a„) 

为标架的第 n + 2 个点.因为它不与线性相关，所以 ao /0, 同理 



.128 - 


第四章射影几何与仿射几何 


■i # 0对0 < i 彡 n . 因之，变换 

{yO,Vl, -- ,Vn) = (a；O.Xl, - ,Xn) 




^r l 


0 a; 1 

将 fW … # 不变而将 A n + l 变到 （1,1, … ，1). 因之,每个标架都可以变到 
(JtOi • • • , ^ in ) (0 ^ i < n ) 和 （1,1，...’ l ). 


定理证毕. 

定理4 将一个固定标架不变的射影变换的全体所组成的群与以纯量矩阵为 
矩阵的射影变换之全体所组成的群同构. 

【证】依定理2,只要 证明： 如果一对角矩阵不变 （1,1,... ,1), 则必是纯量矩 
阵.这一点是显然的. 

以下关于基础体 A ： 交换性的判别标准是定理4的直接推论. 

定理5 基础体是域当且仅当将一标架不变的射影变换只是单位变换. 

【备注】通常 Pappus 定理用来判定基础体的交换性，我们把它叙述 如下： 



Pappus 定理如果 >4， S , C 7 和 A \ B ', C ' 是两条在同一平面上的直线上的三点 
形，则和的交点，和的交点以及 BC ' 和 B ' C 的交点共线. 

§8仿射空间 

我们以上所用的 PUK ) 中的点的坐标 (xo.Il.-.-.Xn) 称为齐次坐标.如果 
XQ ^ 0, 我们可以用 ( 1 ,^ 1 ,- ••， Cn ) 而< t ^ n), 来表这 一点. （ 4l, …， 《 n ) 
就称之为这一点的非齐次坐标.注意，只有齐次坐标中 xo /0 的点才有非齐次 坐标； 
这些点称之为有穷点， xo = 0 的点称为无穷远点.无穷远点之全体组成一个 n -1 
维子空间，称为无穷远超平面.无穷远超平面的方程是: E 0 = 0. 

射影变换 

(1} Xi = Ay^yjgji (» = 0,1, • • - , n ) 



§8 仿射空间 


可写成非齐次形 


= («oo + E 屮 ajo) _1 (ooi + % a J— ，')， 


而仍= 1/0 1 % 0' = 1»2,- - ,«)• 

将无穷远超平面取作绝对，我们就得到 n 维仿射几何学.确切地说， n 维仿射 
空间由 n 维射影空间中所有有穷点组成，即由所有 nmm (?!,-•• ,$n) 组成.而 n 
维仿射空间的变换群由将绝对 X* =0不变的所有射影变换组成.如果变换 （1) 将 
x o =0 不变，我们有 

Oio = 0对一切 i / 0. 

取非齐次坐标就有 

(2) = O^, 1 ^ao< + J2 ㈣ J • 

写成矩阵形状就有 


(5i. ,€n) = a(»Ji 1 • ■，》?nM + (ai， … ,a n ), 

其中 a / 0, X = X ( n ) 可逆.写成向量形状就有 

(3) 《= arjA + a, 

其中4 = (6 .• - ,^n),v = ( m , … ，》7 n ), 而 a = ( ai , -， a n ) •变换 （3) 的全体组成 
一群,称为 n 维仿射群.仿射几何就是研究仿射空间在仿射群之下不变的性质的. 
现在我们来研究仿射群，将它表之为 i ：. 变换 

C = T 7 + a 

称为平移.显然，平移之全体组成 r 之一 Abel 子群 r ， 而 r 为 i 7 之正规子群.商 
群 E/r 与等价群 

(4) ( = ai]A 

同构，因之与 A ：* 和 PGL n (K) 的直积同构. 

仿射空间是可迁的，其稳定群恰是等价群. 

我们把《维仿射空间对于它的 fc 维 （0 彡 fc < n ) 向量子空间的陪集称为 A 维 
仿射子空间.特别，0维仿射子空间是点，1维仿射子空间是线，2维仿射子空间是 
面 ， n - 1维仿射子空间称为超平面. 
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在非齐次坐标系中，仿射空间中超平面的方程为 
€1<*1 + •••+ CnOn = b. 

仿射空间中两张超平面并不永远相交.一般地,两个线性子空间如不相交就称为平 
行.显然，仿射变换将平行的线性子空间变到平行的线性子空间. 

§9仿射几何的基本定理 

本节之目的为证明仿射几何的基本定理. 

定理1 设 n > l , 体 A ： 上 n 维仿射空间中任意一个将线变到线（同时，当 
n > 3而 if = F 2 时还要求将面变到面）的 一一 变换必具形状 

⑴ (* 1 , ••- ,x n ) -» ( ii , … ,x n ) a T + ( aj , - - , an ), 

其中 r = r ( n ) 为可逆矩阵， a 为体 K 的自同构.反之， （1) 形的变换必是一一的, 
而且将线变到线. 

【证】 定理中的第二个断言显然成立.现在来证明第一个断言.我们对 》 i 施 
行归纳法. 

⑴ n = 2. 设一对点 ( aLoa ),^,,^) 分别变到了 ( Cl , c 2 ),( di . cfc ). 则联结 
( ai , a 2),(6 i ， i >2) 的线 

(l-a:)(ai,02) + x(&i,62) 

就变到联结 ( ci , C 2),( dl , d 2) 的线 

(2) (l-x^Kc.^ + x^dLtfc). 

我们要证明 (7 为体之自同构.显然，有一个形状 （ 1) 的仿射映射将任意一对点分别 
变到 （ 0,0) 和 (1,0), 所以只要证明我们的断言对于 (a 1 ,a 2 )=(c 1 ,c 2 )=(0,0), {bM= 
(di,d 2 ) = (1,0) 成立就行了.于是，线 (x,0) 就变到了线 （ x'O), 而有= 1,0 〃 = 0. 
那么 

(s + t) a =s a +1°, = a°t°. 

这可以从交与联的方法推出，这个方法如附图所示. 
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0 Is t at 


第一个式子不难证明，我们把第二个式子的证明写出来. 

设 Z 为由 （0, 0), (1, 0) 所决定的线.我们用 a 来表点(*，0).过0画一条线 

I。: (x/o,x) (.X € K), 

令这条线与 i 不同.过1画一条线 

li : (xii + l,x) (x e K). 

令这条线与！不同且与 M 不平行 . h 与 h 的交点为 

Pi : [(lo-hrHcilo-h)- 1 ]- 

过 . S 平行于6画一条线 

1 » - (lii + 8,1) (x€ K), 

“与 l 0 的交点为 

p 2 ： [siio-hr^o^iio-h)- 1 ]. 

联 结巧与 t 的线为 

If. (1 - y)[(/o - /i)-'/o,(/o- /i) _1 ] + y(<,0). 

过 p 2 平行于 ft 画一条线 

i.t ： Wo-hr^oMio-ii)- 1 ] 

+x[t-(l 0 -l l )-H 0 ,-(lo~h)- 1 ). 

k 与 z 的交点为 ( sf ,0). 如果我们用 ，和 P 来代替 S 和《，那么 M 就被 s a t 。 所 
代替，因之 (,str = 断言证毕. 

现在让 〆 表空间中的一个 1-1 变换，且将线变到线.显然，任意三个不在一线 
上的点可用形状 （1) 的变换变到 （0, 0),(1, 0) 和 （0, 1). 故我们可以假定 

^(0,0) = (0,0), ^(1,0) = (1,0), ^(0,1) = (0,1). 
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由以上结果,行使了 A ： 的一个自同构之后，可以假定 
^( x ,0) = ( x ,0) (x € K ), 

= (0,y a ) (y e K), 

其中 （7 为 AT 之自同构.因之,通过 ( x ,0) 且与 y 轴平行的线与通过 （0， y ) 且与 ;e 
轴平行的线的交点 ( x , y ) 就变到 （ a :,，)， 即 

(3) ^{ x , y ) = { x , y a ). 

依（2)，置 ( o ,, oa ) = ( Ci ， C2 ) = (0,0),(6,,6 3 ) = (*，|/)和(办，办）= ( x , y °) 就有 

(4) ^( t ( x , y )) = ( t T ( x , yn ). 

另一方面，用和印代 （3) 中的 z 和 y 就有 

(5) s /{ tx , ty ) = (< i , ( ty ) a ). 

比较 (4),(5) 就有 

T = CT = 1. 

因之 

^( x , y ) = ( x , y ) ( i,y € K ). 

定理在 r » = 2 的情形就被证明了. 

( ii ) n > 2. 先证次之引理. 

引理满足定理1中条 件的一 一映射必将 r 维仿射子空间映到 7" 维仿射子空 
间，对任意0 < r < n . 

【证】我们用数学归纳法来证明本引理.设 W 是具有定理1中条件的一个 
映射.假定 〆 将任何一个 k -\{ k ^ 2) 维仿射子空间映到 fc - 1维仿射子空间，我 
们证明 W 也将维仿射子空间映到 fc 维仿射子空间. 

设5 = W + a 是一个 fc 维仿射子空间，这里州是一个 fc 维向置子空间， a 是一 
个 ri 维向里.任取 IV 的一组基叫，… ， u *, 于是 = ，…，叫]，这里 [«!,••• , u k ] 

表示 VT 是由 Ul ，. . .， u * 生成的子空间.设 S 在 〆 之下的像集为 S ' = ^( S ). 设 
= a ，（ a，e S ，). 令 

W ^ = { u ' luWeS '}, 

于是有 S ' = W ' + a '. 我们只需证明 W 是一个 fc 维向量子空间. 

设 Wfc-i = [ ui , ••- , w fc _ i],L = [« fc ], 那么 W k -i + a 是5中的一个 fc - 1 维仿 
射子空间 , i + a 是 S 中的一个1维仿射子空间.根据定理的假设条件及归纳假设， 


s/(W k - 1 +a) = W^_ 1 +a , 



§9 仿射几何的基本定理 


与 


. 133 - 


si/(L + a) = L' + a! 

分别为包于 S ' 中的 A - 1维与1维的仿射子空间，且 
W' k _ x C W\ L' C W'. 

我们证明 W +1/ 且 w^nu = {0}. 后一论断的正确性是显然的，因此, 

只需证明前一论断成立即可. 

设 v e e V 是任意两个向量.令《/ = V + 1/. 分两种情形讨论： 

l a 当 A " / F 2 时，可取 7 " 〆 1,0.令 u " =ru' € W ^_,, 则过点 u 〃 + a ' 与 
w' + a' 的直线 

Zi : xu" + (1- x)w' + a' (i 跑过尺） 

与过 a ' 与 i / + a ' 的直线 

h '■ yv ' + a ! ( y 跑过 /O 

必有交点 u " + a'= r(r - l)-V + a , , 因而 《;' + a ' 位于过 u 〃 + a ' 与 v " + a ' 的直 
线上： w' + a' = + a 0 + (1 - + ^).因为 u 〃 € e 1', 故存在 

u € Wfc - i , veL , 使得 

ji/{u + o) = V," + a! , a/(v + o) = ^ + a'. 

那么根据定理中的条件,〆必将过 S 中两点 ti + a 与 w + a 的直线映到 S f 中过两 
点 u" + a' 与 v " + a' 的直线，因而 u/ + a , eS , ,v/€W , . 

2° 当 /C = F 2 时.这时, W 不仅将线映到线，还将面映到面.设 + a) = 
u' + a',+ a) = v' + a',u € W ) t_i ,v € L. 那么 W 必将面 [ u , u ] + a 映到 5' 中的 
面，这个面自然就是+ V ,因而 S ' 包有这个面上的一点《/ + 故 u / e 
由 r 及 2° 知， + l'q w . 类似的讨论可以推得 vr g iviu + l'. 因 
而 w ' = + V 是一个 fc 维子空间.于是引理得证. 

现在我们用数学归纳法来完成定理1的证明.假设对于 n -1 ( n ^3) 维仿射 
空间来说，定理1成立,今证明对于 n 维仿射空间来说，定理1也成立. 

设 W 是具有定理1中条件的一个映射，那么，施行一个形如 （1) 的映射之后, 
则可使原点不动.因此，不失一般性，可设 ^(0) = 0.设 

jz^( 1,0,0,••• ,0) = (an,ai2,ai3,-• - ,ai„), 

J2^(0, 1,0, •• - ,0) = (<121 ， <122 ， <»23,…, 02n), 


<^(0,0, ••- ,0, 1) = (a„i ， a„2 ， an3, … ， a»m)- 





• 134 - 


第四章射影几何与仿射几何 


由引理可知, 〆 必将线性无关的向量组映到线性无关向 量组. 因之，向量组 ( on . aia . 
■ • • , ain ), ( a 21, a 22 i • • • > a 2 n ), … . ， ( ttnl ，® I >2, … ， Onn ) 线性无关-令 



则施行一个形如 （1) 的映射 

(xx, - ,x n ) (II，… 

之后，必将点 e t = (0, - . ,0) 不动 （i = - - , n ), 且仍保持原点不动 • 

令 

-4 n _i = , In-1,0) I Xi € K), 

则 A „-1 是一个 n - 1 维仿射空间.由前面讨论，有 ^( An - r ) = A n _!, 因而 W 在 
An -, 中导出一个映射 〆 '， 这个映射 〆 '仍有定理1中的条件.那么，根据归纳假 
设, 〆 ' 必为如下 形状： 


(*!)••• ,ln-l»0) —* (*!,••• .Xn-l.O)* 7 


Ti 

0 



其中为 （n - 1) x (n - 1) 可逆矩阵, a 为 A ■之自同构.今再施行一个形如 （1) 的 
映射 _ 


(*!,••• ,®n)-> (*1 ， … , X n ) a 


• / \ 1"] 1 
•( o 1 ：) ■ 


于是得到的新映射就有 


( 工 1 ， …, In-1,0) -* (Zl, … 

这样一来，可以和 n = 2的情形一样去证明，对 n 维仿射空间中每个点 On , ••• ) x n ) 
均有 

- - ， ®n) — (:1 ， … , 2 ： n). 

这样定理1完全证毕. 

没有什么特别困难，我们可以把定理1推 广成： 

定理2设 A „ 为体 K 上的（左或右) n 维仿射空间，为体上的（左或 
右 〆 维仿射空间.假定有一个从到 的 1-1 变换将线变到线，而当71 > 3, 
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K = F 2 时更将面变到面，则 n = n ' 而 A ： 与 A "' 或者同构或者反同构.在第一种 
情形，和同为左空间或右空间_如果我们把欠与视为同一，并假定 An 
和同为左空间，则变换可表成 （1) 的形状.在第二种情形，和中—个是 
左空间，另一个是右空间.假定 A 是左空间，>!；>,是右空间，则变换可表成 

(6) (yi , > UnY = T ( xi ,- - - , x n ) T +(<*!,• •• . an ) 7 , 

其中 T ' 表反同构. 


§10射影几何的基本定理 

定理1设 n > 1，体 A ： 上的 n 维射影空间到它自己之上的一个 一一 对应将 
线变到线者必为 下形： 

(1) (X0.ll, " ,*n) -► - - ,X n ) a T, 

其中 T = ! T ( " +1) 为可逆矩阵，为体 K 之自同构.而且，反过来， （1) 形的变换必 
将线变到线. 

【证】设 〆 为所考虑的变换，可以证明，如 〆 将线变到线，则 〆 必将面变 
到面.依定理7.3,我们可以假定 

' ^(1,0,0, - - ,0) = (1, 0,0, • • ■ ,0), 

^( 0 , 1 , 0 ,--- , 0 ) = ( 0 , 1 , 0 ,, 0 ), 

( 2 ) . 

^(0, •• - ,0,1) = (0,- - ,0, 1), 

、 s /( l , ■■- , 1) = (1, -. l ). 

于是 〆 将超平面: E 0 = 0( 它是由点 （0,1,0, …，0)，"，(0,…， 0,1) 所决定的）变到 
它自己，因之 〆 将有穷点变到有穷点，即 W 诱导出由绝对 X 0 = 0所决定的仿射 
空间的一个映射，而这个映射将仿射空间中的线变到线，同时也将面变到面.因之, 
依定理9.1，就有 


J^(,Xo,Xl, ■■- ,X n ) = (xo,Xi,- 


〜 r 


对所有(*0,*1,- -•，: Cn ) 而 Xo 卢0的点都成立,其中 a = o (1,n) 而乂 = i 4 ( n ) 为可逆_ 
由于 （2), 我们有 a = 0,而4 施行了体的一个自同构以后可以假定 


⑶ 


S^(x 0 ,Xi,- - ,x n ) = (x 0 ,xi,- - ,X„) 
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对所有 ( x 0 , Xl ,- - , x „) 而 : To /0的点都成立. 

同样有 

(4) •c/(z 0 ，a: 1 ，… ，i„) = (a: 0 ,a：i, ••-，:^广 

对所有 (xo.X!,- • • ，1„) 而而 / 0的点都成立.因 n > 1，比较 （3) 及 （4) 就有 


所以 

£/{XQ,Xx, ■■- ,X n ) = ， In) 

对所有 （ a ^ an ，...，: c n )#(0,0,... ,0) 的点都 成立. 定理证毕. 

应该指出， n (> 1) 维射影几何基本定理的证明比1维的容易得多，这是因为 
“交与联”的方法不能用于1维的情形.而在1维的情形，调和点列是一个重要概 
念，然而，如果维数髙于1,调和点列这个性质可以由“交与联”推出来，即调和点 
列可以用完全四边形来定义. 

我们有下述定理1的 推广： 

定理 2 设 P n ( K ) 为一 n 维（左或右）射影空间，而设 P n .( K ') 为 一 n ' 维（左 
或右）射影空间.如果有 1-1 对应从 />„(/<•) 到 PAK ') 而将线变到线，则 n = < 
同时 A ： 与 / C ' 同构或反同构.在第一种情形, P „( K ) 和 P n .{K') 同为左空间或同为 
右 空间； 假定它们都是左空间，则变换可写成 （1) 的形状.在第二种情形，一为左空 
间，另一为右 空间； 假定 P n (K) 为左空间，而 P n .(K f ) 为右空间，则变换可写成 


(yO,V\, ■■- ,y n )' = T(xo,X!, -- ,X n ) T， , 

其中 T ' 表反同构. 

§11有限几何 

本节中假定基本域 A ■为 g = 〆 个元素的有限域. 

定理1 n 维行向量空间令 g " 个元素. 

此为显然. 

定理2 在 n 维行向童空间中一共有 

{q n -l)(q n -q)---{q n -q m - 1 ) 
组线性无关向量组,每组含 m 个向量. 
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【证】用归纳法来证本定理.因为任何异于0的向量必线性无关，故定理对 
于 m = 1成立.假定定理对于 m _ 1成立，则有 

(9 n -i)(«"-9) … (m 

组线性无关向量组，每组含 m - 1个向量.因 m 个线性无关向量可以由一己知 
m -1 个线性无关向量组添加一个不属于由这 m _ 1个向童所生成的子空间中的 
向董得到，而这个子空间一共有 q m ~ l 个向量，因之定理对于 m 也成立. 

定理3 n 级一般线性群 GL „(1 C ) 有 

{q n -l)(q n -q)-{q n ~q n - 1 ) 

个元素，而 n 级射影一般线性群 PGL „(/ T ) 有 

(q n -l)(q n -q)-{q n -g n - 1 ) 

9-1 

个元素. 

这是上定理的直接推论. 

定理4 SL n ( K ) 的元素个数为 

( g " _ 1 )( 泸 _<?)_• m 

9-1 

【证】 GL n ( K ) 中任一矩阵 >4可唯一分解成 
A = BDM , 

其中 S e 而 W = [1, …，1,虬因而本定理由上定理推得. 

定理5 PSL n ( K ) 的阶为 

( g "- i )( g n _ g).-(m 

d(q~l) ’ 

其中 d = ( q — l , n ). 

【证】显然, PSL n { K ) 的阶为 

(q n -i)(g"-g)-(g n -q n ~ 1 ) 

d'-(q~ 1) ， 

而 d ' 为对角矩阵 AJ 的个数而 A " = 1.由= 1对于所有 AO 0) eK 都成立， 
可推出# = 1的解的个数等于 Y = 1的解的个数,而 d = (« - 1，》0. 因- 1), 
所以= 1的解的个数为 d , 故 d ' = d . 定理得证. 
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定理6 n 维射影空间的点的个数为 


q n+1 - 1 
9-1 

【证 】 n + 1数组共有 q n +1 个.除去 n + 1个数都为0的那个数组以外共有 
- 1个.因共有 g - 1个数组同时作为一个点的坐标，故定理成立. 

定理7 n 维射影空间中 m 维线性子空间的个数为 


(q n+1 -l)(q n+1 -q)-(Q n+1 -4 m ) 

(^m+l _ l)( 9 m+l _ g) ... (gtn+1 _ 


【证】 

数为 


由定理2,在 n 维射影空间中，线性无关点组，每组含 m +1 个点的个 
(9 n+1 -l)(9 n+l -9)-"(9 n+ *-9 m ). 


这就是秩为 m + 1 而型为 ( m + l,n + l ) 的矩阵的个数.两个这种矩阵表同一子 
空间当且仅当它们差一个 m +1 行可逆矩阵.又依定理3, m + 1 行可逆矩阵的个 
数为 

(<7 m+1 - l)(9 m+1 _ 9)... ( 9 m+, -g m ), 

因而定理得证. 

注意，我们附带证明了 

(q n+l -l)(q n+1 -q)--(q n+1 -(r) 

(qm+l _ l)(qm+l - g) … ( g m+l _ 


是一个整数. 
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§1长方阵几何学 

设 / C 为体， PL + n -乂 K ) 为 尺上的 m + «- 1维的左射影空间.假定在 
PL + n - iW 中任意取定了—组坐标.今考虑 PL + n - M 中所有 m - 1维线性子空 
间所成之集合，这样一个线性子空间由其中任意 m 个线性无关的点 

- .*ia+n) (*= 1,2, ' ,m) 

确定，也可以用矩阵 

(x\ x\ ••- xi, +n \ 

叫 . 

V x 2 ••- *m + n / 

表示它， W 是 ( m,m + n ) 型的，而且秩为 m . 反之，任意 ( m,m + n ) 型而秩 m 的 
矩阵泌 = ( arj ) 都是点 ( x [, ■■- , xUn)(i = 1, …， 叫 所确定的 m - 1 维线性子空 
间的矩阵表示.两个 ( m,m + n ) 型而秩 m 的矩阵和的称为等价，如果有一 
个可逆矩阵 Q = <3 ( 叫，使 

Wi = QW 2 . 

显然，这是个等价关系.两个 ( m,m + n ) 型而秩 m 的矩阵表同 一 m - 1维线性子空 
间当且仅当它们等价. PL + n - iW 中的 m -1 维线性子空间的全体或 ( m,m + n ) 
型而秩 m 的矩阵等价类的全体称为组成 Grassmann 空间或 ( m,m + n ) 型矩阵的 
射影空间.每个 m - 1维的子空间或每个 （ m,m + n ) 型而秩 m 的矩阵等价类称为 
这个空间中的点，每一 ( m,m + n ) 型而秩 m 的矩阵就称为这个矩阵所属的那个等 
价类相应点的坐标.我们通常为简便计常说“点说”来代替“说所表示的点”. 

显然，我们的空间中有变换群，其中元素为 
(1) W* = QW a P, 

其中 Q = «<"*), P = P ( m + n ) 为可逆矩阵，而 C 7 为体 K 之自同构.这个空间对 
这个群而言是可迁的.在这个群之下，我们空间的几何学称为 Grassmann 几何学 
或 ( m,m + n ) 型矩阵的射影几何学.如果 m = 1，这就是通常的射影几何学，如果 
n = l , 这就是超平面的几何学，即通常的射影几何学的对偶. 

两个相异的点 M 和 1 V 2 称为粘切，如果 
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的秩为 m + 1. 对于相异的 Wi 和的来说 ， m + 1 是最小可能的秩值.实际上，如 
果 （2) 的秩为 m , 即因叭的秩为 m , W 2 的每行就是诸行的线性组合，因之 
W 2 = QW u 

即恥和叭表同一点.当 m = 1或《 = 1时，两点粘切当且仅当它们相异. 

显然， （1) 不变粘切关系.因为 

( m,m + n ) 型矩阵射影几何学的基本问题即为求出空间中所有 1-1 变换使粘切关 
系不变者.在本章之末将证明当 m > 1及 n > 1时，这样一个变换一定是 （1) 的形 
状； 除非 m = n .如果 m = „ > 1，则还有另外一类变换,这在§2中要讨论到.当 
m = 1或 r » = 1时,粘切这个条件只是说变换是 1-1 的，因之,所有 1-1 变换都不变 
粘切关系，所以，在这种情形，即通常的射影几何或其对偶的情形，为了刻画 （1) 所 
形成的群还需要加上其他条件，这我们在第二章和第四章中己经作了，因之，在本 
章中我们恒假定 m > 1及 n > 1. 

我们把 W 写成 


W = {X y ), X = X (m ' n \ Y = Y (m - m) . 

具可逆的 y 的撕称为有穷点而其余的点称为无穷远点，如 W 为有穷点，则引进 
Z = Y~ l X 


为阶的非齐次坐标.如果 w = ( x * y *) 和 w y ) 都是有穷点，则 （1) 式可 

表成 

(3) Z * = Y- I x* = ( Z a B + D)- l {Z°A + C ), 

其中 

P = \ A B I , A = A (n) , B = C = C (m ' n \ D = D (m) . 

D ) 

两个有穷点 Z 和 & 粘切当且仅当 Z - Z ! 的秩为 1. 事实上，我们有 
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无穷远点之全体组成无穷远流形.取无穷远流形为绝对，我们就得到一个几何，称 
为 ( m , n ) 型矩阵的仿射几何.（如果 m = l , 即为通常的仿射几何 •） 这个几何中的点 
就是矩阵的射影几何中的有穷点，因之，这个几何的空间由所有 ( m , n ) 型矩阵组成， 
这空间称为 ( m , n ) 型矩阵的仿射空间.为要求得这个空间的群,我们来研究 （3) .显 
然，只要求得所有可能的 S 和 D 使 ( Z - B + D ) 对所有的 Z 可逆即可.令 Z = 0得 
出£>可逆，因之 { Z ° BD ~ l + I ) 对所有名可逆.让 Z 取特殊值可得出 BD - 1 = 0, 
于是 B = 0. 因之， （3) 变成 


Z * = D ~ 1 ( Z a A + C ), 

也可以写成 

(4) Z * = PZ a Q + R , 

其中/ 5 = P^ m \Q = Q ⑷为可逆矩阵.所有这种形状的变换组成一群，即 （ m , n ) 型 
矩阵的仿射几何学的群. 

定理1 ( m,m + n ) 型矩阵的射影空间中任何一对相互粘切的点可以同时在 
群 （1) 之下化到 

(0 和 （AT /<"*>), 

而 

/ 1 0…0 > 

0 0 … 0 

N = 

\ 0 0…0 y 

【证】因空间可迁，故可假定其中一点为 
(0 / (m) ), 

将另一点的坐标写成 

( 5 ) ( 尤 ("》，*0 y ( m ))， 

则； f 的秩为1,因之有可逆矩阵 Q = Q ( m ) 和尸=尸 ㈨ 存在，使 
QXP = N . 


于是 


Y)( P q M=(iV QY ), 


(0 I) 




(0 I), 
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因之,我们可以假定 （5) 中的 A" = JV. 

如 1" 可逆，则 

(” )(： y °_ 1 )=(^ ^ 
y(0/) (o A ) =(0/)， 

此时定理得证. 

如 k 不可逆，则因 （W y) 之秩为 m, 若将 y 写作 
f V '、 

y- w , 

\ / 

则其中2/2, ••- , Vm 必线性无关，于是可求得向量 2 ，使 


之秩为 771. 令 


则 

(N K) ^ ^ J = (iV NC + Y), 

而 况 C7 + F 可逆，就化为上述情形，故定理得证. 

§2方阵几何学 



长方阵几何学 


当 m = „ 时，有一类非齐次变换 
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(1) = ( Z T 'B + D ^ iZ^A + C ), 

其中 t ' 为 A ： 的反自同构，如果 X 确有反自同构的话.在这类变换中最重要的一 
个是 

(2) Z * = Z r， . 

如果引进齐次坐标,我们有 

n . = A - T ， ( y T， ) -1 , 

即 

X * Y r， = Y m X r， . 

我们可将这个关系写成 

(3) (X- y*)ff(x r) T ， =0, 

其中 



现在我们来证明 （3) 定义了方阵射影空间中一个一对一的变换.令 Vi ) 为 
另一点适合 

(Xx 職 x y) T ’ = o, 

则 

依 Sylevester 的 nullity 定理就有 

(X. V \ 

之秩彡 n •因为 （ X * y ) 和 （X y ) 之秩皆为 7 X , 故存在非奇异矩阵 Q , 使得 
( X * Y *)= Q(X Y ), 

即 （ X* y*) 和 （ Xi ⑸表同一点. 

—般言之，令表 2 n 行的可逆矩阵，则 
(4) ( X * Y m ) R(X ^ = 0 

就定义了一个方阵射影空间中的一一变换,这是 （1) 的齐次形式 • 

两个形状 （4) 的变换之积为§1中形状 （1) 的变换，实际上，令 

( X * Y ^ R^X Y) T l =0, 

(x** y**)fl 2 (x* yyi = o 
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为两个形如 （4) 的变换，则 a = nT 2 为体之自同构.行施 < 到第一个式子就得出 
(X Y) <, Rl i (X , y*) T * = 0. 


将这个关系式与第二个变换合并就有 


(X VT 卸 \ (X . 
(x.. 


r *) T » = o . 


依 Sylevester 的 nullity 定理就有 


(X- Y m, )R 2 = Q(X Y)°R T X \ 


因之 

(X m * Y mm ) = Q(X Y) a R T ^iq x . 

这是 §1 形状 （1) 的一个变换. 

这就证明了下面的 定理： 

定理1由§1形状⑴的变换和本节形状 （4) 的变换所生成的群也就是由§1 
形状⑴的变换及一个本节形状⑷的变换,例如⑶所生成的. 

现在我们要证明这个扩大了的群不变粘切关系. 

定理2变换 （4) 不变粘切关系.确切地说，设（X y) 和（X, K) 为一对互 
相粘切的点，令 

(X. Y m )R(X Y) T ' = 0, 

{X{ YORiXi Y^Y' = 0 , 

则 pf y) 和 （'• Yi*) 仍是一对互相粘切的点. 

【证】依定理1.1，我们有一个形状 

(X Y) = Q(U V)P 

的变换将 （o / ) 和 （iv /) 分别变到 （x y) 和 d .令 
(U* V*) = (X* Y^R^' 

及 

(闪 n*) = (X； y;)/?〆， 


则 


(t/* v*)(o iy' = o 
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(. U ； V：)(N I ) r ， =0. 
V' = 0, U^N + V{ = 0 , 


(U- 

v V 

■ ( u. 

0 、 

Ur 

V：)- 

'Ur 

~U：N ) 


及 
因之 
于是 

的秩^ n + 1. 因之 

( X . Y - \ 

\ -^r Y {) 

的秩矣 n + 1. 因为 （4) 是一一的， （；(■• y ) 和 （Xf yf ) 为不同的点，所以 

( X . V \ 

V x ： Y：) 

的秩恰为 fi + 1, 即 （ x * y ) 和 （Xf VV ) 粘切. 

【备注】采用非齐次坐标，我们有变换 

Z' = (Z a B + D)~ l (Z a A + C) 


及 


Z' = (Z T， B + DyH^'A + C). 


表面上，计算两个这种变换的乘积好像很困难，但这个困难可以借助于以下等式克 
服之.对任意 Z = z ( n )， 


(ZB + D)~\ZA + C) = (SZ- R)(-QZ + P)' 1 , 


其中 



§3 算术距离 


定义1 在长方阵的射影空间中两个不同的点％和的算术距离称为7% 
如果有 r - 1 个点的,的, … ， Wr-I 存在，使得呎和 Wi_j(l <i<r) 粘切而 r 
是具有此性质的最小正整数. 
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如果叽和 R 的算术距离为 r , 我们写 d ( W ^, 队）= r . 如果叭与重合, 
我们约定 d ( W 0 , WV ) = 0. 显然，我们有以下诸 性质： 

I • 唞叭,％) = 0当且仅当的= QW 2 ; 

W.d{W u W2)-d(W2,W{)\ 

III. d(W u W 2 ) + d{W 2 ,W 3 )> d{W u W 3 ). 

而且由定义立刻推得长方阵射影空间中的 1-1 变换使粘切不变者也使算术距离不 
变. 

定理1 长方阵射影空间中两点和 VV r 的算术距离为 f , 当且仅当 

⑵ 


的秩为 m + r . 
【证】 如果 


⑵ 


的秩为 m + r , 则像在定理 1.1 的证明一样，我们可以 


用§1中形式⑴的一个变换把 Wb 和分别变到 
(0/( ，和 （( ：) 

因之，不失普遍性，我们可以假定 


W^o = (0 J <m> ) 和 WV 


(( 1 ^ o' 

i{ o o, 


/ (m) 


于是 


:(( 


/<0 0 
0 0 , 


/ (m) ) ( l < t < r - l ) 


就是％和之间的 r - 1个中间点而任意相邻两点皆粘切，所以 


d { W 0 , W r ) ^ r . 

反之，如果 d (^ 0 , W r )= r , 则由关于矩阵的秩的一个著名定理可得 

―⑵一:: ) -m, 



§4 长方阵仿射空间中秩为 1 的极大集 
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对于秩为 m 的矩阵灰 0 ，的和 W r . 于是我们有 

— (::) 一⑵一⑵ +... 

+rank ( J - (r - l)m 

= r(m + 1) — (r — l)m = m + r . 

因而定理得证. 

如果 Wo = ( x 0 y 0 ) 和 w r = ( x r y r ) 为有穷点，我们可以引进非齐次坐标 
Z 0 = y - o ^ Xo 和于是它们的算术距离为 r , 当且仅当在 - 厶的秩为 
r . 事实上,我们有 

( X 0 y 0 \ = / Vo 。 f ，/ ) ( z 0 - z r 0 ) 

广、 0 1；八0/八 Z r 

在长方阵仿射空间中，我们有以下类似的定义. 

定义2 长方阵仿射空间中两个不同的点 在和右 的算术距离称为 r , 如果 
有 r - 1个点 A ，為，… ，在 ，使得衣和 <«< r ) 粘切，而 r 是具此性质 
的最小正整数. 

然后，我们可以证明 

定理2 长方阵仿射空间中两点 ☆和厶 的算术距离为 r , 当且仅当 Zo - Z r 
的秩为 r . 


§4长方阵仿射空间中秩为1的极大集 

在§4 〜 §7中我们仅研究长方阵仿射空间，因之，我们有时把“长方阵仿射空 
间”这句话省去不说. 

定义长方阵仿射空间中的一个秩为1的极大集是其中 的一个 点集，具有性 
质： 

I ■ 其中任意两点皆粘切； 

II . 与此集中一切点粘切的点必属于此集. 

定理1 任意秩为1的极大集在§1形式 （4) 的变换之下必与由下列元素所 
组成的秩为 I 的极大集等价 
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其中 - - , x n 独立地跑过 AT, 或者与由下列元素所组成的秩为1的极大集等 
价： 

j/i 0…0 N 
J/2 0 - _ . 0 


( 2 ) 


\ ym 0 


其中 J/1.J/2, ■ • ■ ,|/m 独立地跑过 K. 

【证】我们可以假定这个秩为1的极大集包有0和 


令 Z 为此集中任意一点 （# 0 , Zo ). 因 Z 与 0 粘切，故 Z 之秩为 1 ,因之我们 


oifri 

‘ Omi>l 


aib „ 


因为 Z - Z 0 之秩为 1 , 我们有 

Oibj = 0 (2 ^ tm, 2 < j < n). 

.= 6 n = 0, 即 
02^1 0 • • • 


如果 <12, d 3 i ••- . O m 不全为0,我们必有 62 = 63 = ' 

ai6i 0 


⑶ 

否则，我们有 
( 4 ) 

以下形状的元素 


a m bi 0 

(dlbi Oi&2 
0 0 






§4 长方阵仿射空间中秩为 1 的极大集 1 4 9 



显然不能组成一个秩为1的极大集.如果所给的秩为1的极大集中包有 （5) 以外 


的一个元素，这个元素或为 （3) 的形状，或为 （4) 的形状.这就是说，包有0和 Z 0 
的秩为1的极大集或为 （1) 或为 （2). 

以上证明也使我们得到 

定理2 给了任意两个互相粘切的点,有且仅有两个秩为1的极大集包有它 
们. 

更进一步，我们有 

定理3 有唯一的一个公共点的两个秩为1的极大集在§1形式 （4) 的变换 
之下可以变到下面这两个秩为1的极 大集： 



而 Xij (i = l ,2 ;j = l ,2, --, n ) 独立地跑过或者变到下面这两个秩为1的极大 

集： 



而 y t j(i = 1,2, ■ , m;j = 1,2 ) 独立地跑过 

【证】不失普遍性,我们可以假定公共点变到了 0而其中某一个秩为1的极 
大集变到了 



(由于相似性，我们省去另一情形的讨论). 
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为另一个秩为1的极大集中之非零点，则我们有可逆矩阵 & QM 存在，使 
得 



因其秩为1,故 C2 = C3 = ••• = = 0( 任意这样一个变换不变第一个秩为1的极 

大集).于是变换 



就不变第一个秩为1的极大集而将上面那个点变到了 



这个点和0所张成的秩为1的极大集为 










§5 两个秩为 1 的极大集的交集 


或 


’mi 0…0 \ 

1/21 0 ••- 0 I 


\ Vml 0…0 ) 

因第一个秩为1的极大集和第二个秩为1的极大集的交只可能有一点公共，因之 
第二种情形不可能，于是定理得证. 

§5两个秩为1的极大集的交集 

现在让我们来研究两个秩为1的极大集的交集,假定它们的交集是非空的.我 
们可以取0作为它们的公共点之 一. 包有0的极大集必为下列二形状之一： 

/ Xi X 2 … X n \ 


\ 0 0 … 0 / 


或 



0 

0 


0 

0 


Q, 


\ym 0 : 0 J 


其中 p = p ( m ) 及 Q = QW 为可逆矩阵.实际上，设 Z 为秩1的一点，则我们有 


P 和 Q , 使得 


0 \ 



V 0 0 ■■ 0 / 


根据定理 4.1 的结果，断言即得证.因之我们可以假定这两个秩为1的极大集为下 
列四者 之一： 



0 0 


0 



yi V2 … y n 

oo-o 


oo-o 


Q, 
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0 0 
0 0 


VI 0 
V 2 0 


yi 3/2 
0 0 


Vi 0 
V2 0 


Vm 0 


第 I 种情形与第 IV 种情形可类似讨论,而第 II 种情形与第 III 种情形可类似 


讨论. 


我们先来讨论情形 I . 不失普遍性，我们可以假定 Q = 


P = {p*j) (1 ^ i,j K m), 

则立即由适合条件 

(P21 ， … ， Pml)’(Vl ， …» Vn) = 0 

的点 (!/!,• • ,如） 给出： 如果 (P« ，…， P„U) 为零向量.则两个秩为1的极大集完全 
相等.如果 (pal, ••- ,p m i) 不是零向量，则(V,, ••- ,y„) 必须为零向量，于是这样两 
个秩为1的极大集只有一点公共. 

再讨论情形 m. 变换 z* = p^z 将 m 中的两个秩为1的极大集仍变为 m 中形 
式的两个,但 P = /, Q = J. 因之，这样两个秩为1的极大集之交为 
/ x 0 ••- 0 \ 


V 0 0 … Q J 

其中 CC 跑过 *：. 

因此我们证明了 

定理1两个不相同的秩为1的极大集的交集或为空或为一点或为一集，它 
在§1形式 （4) 的变换之下与 （1) 等价. 

我们来定义 






§6 长方阵仿射空间中秩为 2 的极大集 
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定义两个秩为1的极大集如公共点不止一点，则其交称为线，或确切地说， 
秩为1的极大集中的线. 

定理2 设 Z 0 和&为一对粘切矩阵，则有一线通过它们. 

【证】不失普遍性，我们可以假定 


Z 。 = 0， Z\ = 


1 0 
0 0 


0 0 


依定理4.2,有两个秩为1的极大集包有它们，它们是 （4.1) 和 (4.2). 这两个秩为1 
的极大集的交集为 

0…0、 

0 0 • • • 0 1 (㈣. 


因之定理得证. 

线的一般方程可以表为 


p'tq + R, 


其中 P 和 q 分别为 m 维和 n 维向量.再者，秩为1的极大集 （4.1) 中线的_ -般方 
程为 


'aj a2 

On ^ 


(b! 

i>2 .' 

- bn ^ 

0 0 •- 

- 0 

+ 

0 

0 .. 

- 0 

L 0 0 

• 0 ) 


V 0 

0 •• 

0 1 


而秩为1的极大集 （4.2) 中线的一般方程为 


f a\ 0 ■ ■ 

. 0 、 


< bi 

0 ■■ 

■ 0 、 

° 2 ° ■- 

• 0 

t + 

62 

0 .. 

• 0 

. O-m 0 - . 

. 0 〉 



0 

- 0/ 


§6长方阵仿射空间中秩为2的极大集 

定义设 m,n > 1. ( m , n ) 型长方阵仿射空间中一个点集 M 称为一个秩为2 
的极大集，如果 
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I . M 包有两个仅有一个公共点的秩为1的极大集，这公共点称为特殊点,记作 
A . 记这两个秩为1的极大集为 Mj . Ma ； 

II . 所有与 /I 的算术距离为2,与 Mi 及 M 2 中的点的算术距离 < 2,而不与 
中所有的点的算术距离都等于2,及不与 M 2 中所有的点的算术距离都等于2 

的点皆属于 M , 这种点的集合记作 AT ; 

III . 所有与4的算术距离为1,与 AT 中的点的算术距离 < 2而不与 iV 中所有 
的点的算术距离都= 2的点都属于 M ; 

IV . M 不包含其他的点. 

我们知道， ( m , n ) 型长方阵仿射空间中的一个 一一 变换，如不变粘切关系，则 
也不变算术距离，因而必将秩为2的极大集变为秩为2的极大集. 


定理1 任何一个秩为2的极大集，在变换 
(1) Z ' = PZQ + R 

之下，等价于如下的秩为2的极 大集： 



其中 Xij(i = 1,2 ; j = 1，2，.“ ， n ) 独立地跑过 / T , 或者 



其中 yy(i = 1，2, •.. ， m ;i7 _ = 1, 2) 独立地跑过尺 • 

【证】依定理 4 .3,不妨设给定的秩为2的极大集 M 的特殊点为0,并设 
其中两个仅以 >4为公共点的秩为1的极大集为 
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及 


0 0 
X21 X22 

M 2 — 1 0 0 


0 

x 2n 

0 跑过穴"，= 1， . • • ， n 


(由于另一情形的讨论相仿，因而略去).这样 M 中每个矩阵的秩均 < 2.若 m = 2, 
定理显然成立.以下设 m > 3. 

设 



为 N 中任一点.因为 X 与中每个点的算术距离都 < 2,而又不与中每个 
点的算术距离均= 2,故如下 ( m - l ) xn 型 矩阵： 



的秩= 1. 同样矩阵 

' Xl ' 

X3 

\ Xm / 

的秩也= 1. 如果有某个 ■■- ,0)(3 < t ^ m ), 则有 
Xk = AfcXj (\k ^ K;k = 1, ■■- ,m). 

这样一来， X 的秩必 = 1 ， 与假设矛盾.所以 Xi = (0, ••- ,0)(i = 3,… ， m ). 这就是 
说, X 具有形状(2)，再依性质 II 知一切形状如 （2) 且秩为2的矩阵皆包于 M 中. 
设 X 是与0的算术距离为 1,与 N 中所有点的算术距离皆 < 2,而又不与 AT 
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中每个点的算术距离都= 2的一个点.写 

(丸 


\ Xm / 

我们证明 X* = 0(* = 3,••- ,m). 事实上，假定 Z3 / 0,则； Ti = A<X3(* = 1,2, • • ■ ,m). 
于是对于 M 施行如下 映射： 


/I 

0 -A, 0 

... o\ 

0 

1 -A 2 0 

…0 

0 

0 1 0 

…0 

0 

0 - A , 1 


0 

0 —A 5 0 

.. 0 

\0 

0 — A • 0 

••0 1/ 


则它将X映到 


n 



V 0 ) 


而将 M U M 2 和 N 映到它们自身之中.由于X与 AT 中每个点的算术距离皆 > 2, 
矛盾,这样，夂必为形状 （2). 

因此, M 由一切形如 （2) 的矩阵组成，定理证毕. 

根据定理1，每个秩为2的极大集可设为 


⑷ 


I 3：11 *12 

121 怎22 

尸 | 0 0 


*ln 


®2n 

0 Q + R (巧独立地跑过凡)， 


\ 0 0 … 0 


或者 
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(5) 


' 1/11 ^12 0…0 、 

P 如於 2 0 • • 0 Q + R (叫独 立地跑 过幻 . 

\ Vml Vm2 0 … 0 / 


我们进而研究一个秩为1的极大集与一个秩为2的极大集的交集.假设它们 
的交集非空，并且包有秩为2的极大集的特殊点.设这个特殊点为 0. 于是包有0 
的秩为1的极大集必为下列形状 之一： 


⑹ 

或者 

⑺ 



i 12 

0 


*ln 

0 


Q ， 


\ 0 0 … 0 / 



0 

0 


: 

. «' 


\ Vm\ 0 … 0 ) 


其中尸= P^ m \ Q = 均为可逆矩阵.而以0为特殊点的秩为2的极大集必为 

下列形状 之一： 


⑻ 


Ill X\2 - - - X\ n 
*21 ®22 - - - I2n 

0 0 … 0 


或者 

⑼ 


\ 0 0 



1/12 0… 0 

1/22 0… 0 


\ Vml Vm2 0 …0 J 


其中 ft = R^ m \ S = 均为可逆矩阵. 

因此，一个秩为1的极大集与一个秩为2的极大集，如果它们的交集非空，且 
包有此秩为2的极大集的特殊点，则在变换（1>之下可化为下列四者之一： 
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(0 

或 

(H) 

或 

(iii) 

或 

(iv) 


秩为1的极大集 秩为2的极大集 



在第⑴ 种情形，可设 Q = J .设 P = ( py ), 即它们的交集由满足条件 



的一切 
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组成.令 

( P21 P22 

: : 

Pml Pm2 

分以下两种情况 讨论： 

1。 P 的秩为 1( 当然不可能为 0). 这时，秩为1的极大集包在秩为2的极大 
集之中，交集即秩为1的极大集. 

2 。 P 的秩为 2. 则仅有 f 0 _ _ ° ) 能满足方程 （ 10), 因此交集即为 0. 

、 0…0 J 

第 （ ii ) 种情况与第⑴种情形类似讨论. 

在第 （ iii ) 种情形，我们施行映射 

Z m = ZQ -\ 

即将形如 （ Hi ) 的秩为1的极大集与秩为2的极大集仍变为形如 （ iii ) 的两个极大 
集，但这时有 P = I,Q = I . 因此，这时交集为 

x y 0 ■■- 0 
0 0 0… 0 


0 0 0 … 0 

这一个交集定义为面，或确切地说,秩为1的极大集中的面. 

第 （ iv ) 种情形与第 （ iii ) 种情形类似讨论. 

总结以上讨论,我们得 

定理2 —个秩为1的极大集与一个秩为2的极大集，如果它们的交集包有 

这个秩为2的极大集的特殊点，则这个交集或者仅含一点（该特殊点)，或者是秩为 
1的极大集中的面，或者是秩为1的极大集本身. 

由此推出 

定理3 ( m , » z ) 长方阵仿射空间到它自身的映射，如果保持粘切关系不变 
者，则不仅将秩为1的极大集中的线映到线，而且也将其中的面映到面. 

不难写出， ( m , n ) 型长方阵仿射空间中面的一般方程为 
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x 0 
V 0 


秩为1的极大集 


中的面的方程为 


0 0 

0 0 


( x ( q n , 


>9ln) + 1/(921 ， … ， 92n) + («1 , ' ' ' ,Qn) 


\ ° 

其中: r, y 独立地跑过 /C,(g u ,... , 91 „)与(«721,--,92„)线性无关.秩为1的极大集 

Vi 0… 

2/2 0 ••- 


中的面的方程为 


\ \ Pml / \ Pm 2 / \ b m / ) 

其中 a 独立地跑过 *：,(?„,••• , P „u)' 与 （p 12 ，… , Pm 2 y 线性无关. 


§7长方阵仿射几何的基本定理 

定理1设 m,n > 1，则从 ( m , n ) 型长方阵仿射空间映到它自己里面的任意 
-映射，且保持粘切关系不变者，必为下列 形状： 
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(1) Z' = PZ°Q + R, 

其中/> =戶 ( "0及 Q = Q ( ") 为可逆矩阵， fl 为 mxri 矩阵，而 cr 为体 尺之自 同构. 
如果 m = n , 则除了 （1) 之外,还有 

(2) Z' = PZ T， Q + R, 

其中 t 为 A ： 之反自同构. 

【证】我们写 



令 


0 

0 

Xi= Xi , Yj = (0,••• ,0,yj,0,- - ,0). 
0 

V o / 


设 W 为适合定理所给条件的一个映射.依定理 4.1, 使〆承受形如 （1) 或 （2) 
的映射之后，我们可以假设 

(3) ^(X,) = XJ , = 0. 

依定理 6.3, 可知〆 诱导出将 n 射到； rl 的一个映射，而将线变到线,面变到面，所 
以，依仿射几何基本定理就有 
⑶ ， xl=x^Qi, 

其中 A == 为可逆矩阵，而 q 为 A •之自同构.使〆承受形如⑴的映射 

X-* [xQrT f， 


之后，可以假定 

⑷ ^(X 1 ) = X 1 , 
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对一切X:.因所有的 K 构成一个包有 

/ 1 0…0 \ 


\ 0 0…0 / 


的秩为1的极大集，故依定理 4.2 有 

(5) ^(Vk) = Y ：, 

而依仿射几何基本定理可设 

(5)， y ' x = Piy ?, 

其中 Pl = p ( m ) 为可逆 矩阵， Tl 为 AT 之自同构.将 


Xu 0 

0 0 



(xii € K ) 


\ 0 0 … 0 


代入⑷和 （5)' 并比较之，得 



' 、 


'Xn \ 


0 


0 

⑹ 





, 0 > 


l 0 > 


令 A = 在⑹中取 Ill = 1得 


Pll = 1， P21 = P31 = ■' • = Pml = 0. 


由此及 （6) 推出 aru =租对一切 e A •，即 n 为之单位自同构 , n = 1.那 
么，使 W 承受形如 （1) 的映射 

X 一 P^X 

之后，除了仍旧有 （4) 之外，还有 


对一切4 


on, 
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注意到所有的组成一个包有 

/ 0 0 ••• 0 


0 0… 0 

0和 1 0… 0 
0 0 ". 0 


0 0-0 


(第 i 行) 


的秩为1的极大集，因此依定理 4.2 有 

(7) s/(Xi) = X ： (i = 2 ， - ， m). 

再依仿射几何基本定理有 

(7)’ xj = x^Qi (i = 2,… ， m )， 

其中 内为 a ： 之自同构 , a = 为可逆矩阵.包有 

' 0 ••- 0 1 0 … 0、 

0 ■ • • 0 0 0 . •. 0 

0和 

、（）••• 0 0 0… 0 t 

(第 j 列） 


的秩为1的极大集而不等于的必是所以 
(8) ^(Yj) = Y ； (j = 2, •••,«). 

依仿射几何基本定理有 
⑻ ， V; = PjV ?， 

其中5为尺之自同构 ，巧 = Pj m) 为可逆矩阵. 

以 XijEij 表与 Yi 的交集中的一个元素，则 


s>/{xijEij) = x^Eij. 

因此 G 和巧都是对角形矩阵,记作 

Qi = [9il， … >4in], Pj = [pij, … ,Pmj]. 


比较 （7 y 和⑻'即得 


⑼ 


x Vj9H = 


上式对于 A ： 中所有都成立.特别，如巧=1,我们就有％ = P + 因此，当 
i = 1时,= 1而5 = 1,对所有 j = 1, ••• , m . 于是 q 都是内自同构.前已说 
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过 , A = / ㈣ ，于是由 （9), 令 j = 1可推出= 1及内=1,对 i = 1,再者， 
由 A 及而的线性相关性推出 an = 及 XiQi 线性相关，于是(^ = gj ( n ). 因 
Qi = 【1，拟，…，《„]，故弘=，(")，对于所有 *. 同样，巧=/ ㈣ ，对所有 J _, 于是我 
们有 

^( Xi ) = X it ^( Yj ) = Yj ： 

现在我们来证= X , 对一 切又. 分别讨论 m < n 及 m > n 两种情形. 
因为它们可相似地加以讨论,所以我们只讨论 m < n 这个情形. 

令 



的秩等于 m - 1,对于所有 A 2 , • • • ,\ m e K . 因此 


:i =*I + 

j=2 

ife = 5Z ^i x j (2 < * < m). 

j=2 
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将同样方法应用于第 i 行,就有 

x i = x\ + Yl^ ) x m j , 

x k = ( fc ¥= *)• 

i*i 

消去 II 就有 

* 1 = xx ?*; - 

i =2 

因为巧，…，线性无关,所以 


糾= 0 (2 < t ^ m ). 

因此=礼同样，我们有而= x :, 即如果 A ： 之秩为 m , 则有 
(10) n /( X ) = X . 

现在假定 X 之秩 < m . 我们分以下两个情形来研究. 

⑴凡中元素个数多于2的情形.如果 i „ ji 0,则由 （10) 知 


对于任意 A 2 , • • • , A m ^ 0. 于是 

^II -a：ll *12 - *12 
*21 *22 — ^2 


*1>« — *1>|| ^'Im+l — *ln 

*5"* ^ Sm+l 


^'ml x m2 *» m . — 

的秩 < m , 对任意 A 2 , …， A 3 # 0. 于是仅可能 


_ r 5 ，i 

K,„ 


*11 - Ill = o . 

如果 〆 0, 我们考虑 W - 1 , 因而证得 4 = 3；„. 同样可以证明 = a ^. 因此 
在这情形定理得证. 


166 • 


第五章长方阵几何学 


( ii ) K 只有两个元素的情形.先考虑 m = n = 2 的情形.这时我们有 
^( Xi ) = X it ^( Yi ) = Yi (* = 1,2), 

/( A ") = X ，如 A •的秩为 2. 


秩为 1 的矩阵中，除属于 ^,^(* = 1,2) 的以外，只有 | 

-(；；)=(；；)■ 


，因此必有 


这样， 


^/( X ) = X 


对一切2 x 2 矩阵； C . 因此定理得证. 
再研究 n > 3的情形.设 


的秩为 m -1, 于是行向童: n , x 2 , … ， Irn 中必有 m -1 个线性无关,不妨设 x 2 , ••- , x m 
线性 无关. 我们选择 Al -- , KeK . 使矩阵 


的秩为 m . 于是由 （ i ) 有 
设 

s/(X) = 


s /( X ) = X . 


(Xl ) 


' xJi xj 2 - - lj n ^ 


= 




、 x m ) 
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由于X与X粘切,所以 

'xlj - Ai 


X12 — A2 Xi„ — Ki 

X2 ~ X 2 

Xm-^m ) 


的秩也为 1. 由于 n>3, 故使X的秩为 m 的 A! ，…， A„ 中有 n-1 >2个可任意 
选取,所以必须 

®J — Xi = 0 (i = 2, ••- , m ). 


这样就有 




X 2 


\ Xm / 


如果 A ^ (0, ••- ,0), 则有 ii,x< 2 , •• - 线性无关，于是可推得: rl = *1. 如果 

XI = (0, - ,0), 这时必有 xl = (0, -- ,0). 因为否则对 试{ X 、施行逆映射则 
会有 aJl =*I ? 6(0,---,0) ) 因而发生 矛盾. 于是有 


= X ，对一切秩为 m - 1的 X. 


设X的秩为 m - 2 . 不妨设13, ---.Xn, 线性无关.今选取 


/ Ai ■■- An 
12 
x = 


\ 

的秩为 m-1. 于是由刚才的结论有 

s >/{ X ) = X . 


由于（无 - X)的秩为1,故 


*11 — Al Xj„ - 入 n 、 

X \ — X 2 

x m ~ x m t 
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的秩也为 1. 于是同样有 xj = Zi(i = 1,. • • , m ) •即 

£/{ X ) = X , 对一切秩为 m - 2的 X 
这种步骤显然可用数学归纳法推证下去，因而得到 

s ^{ X ) = X , 对一切 m x m 矩阵兄 

于是基本定理得证. 

没有什么太大的困难可以将我们的定理推广成下面的形 状：令 A ： m , n ( m , n > 1) 
为尺 上所有 mxn 矩阵之全体 , UmW > 1) 为欠'上所有 m ' x n ' 矩阵之全 
体.如果有一个一对一的映射将 Km . n 变到 K ' m . n , 之上而保持粘切关系不变,则有 
m = m ', « = rt ' 或 m = n ', n = m '. 在第一种 fli 形， A ■和欠'同构，如果视为同一, 
则得§1变换 （4). 在第二种情形, A ： 和反同构，而映射可写成 

Z * = PZ T， Q + R , 

其中 r 表反同构. 

§8长方阵射影几何的基本定理 

基于长方阵仿射几何的基本定理可推出下述长方阵射影几何的基本定理 
定理1 将 （ m,m + rO 型长方阵射影空间映到它自身之上的任意 1-1 映射且 
保持粘切关系者必为§1形状 （1). 如果 m = n , 则还有另一种形状的变换即§2所 
描写的. 

证明由读者自行补出. 
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§1复 习 

我们回忆一下以前几章所研究过的线性群.如像以前一样，以 K 表体- 
A ■上 n 级一般线性群 GL „(* T ) 是中所有 n 行可逆矩阵对乘法而言所组成 
的群. 

GL n ( K ) 的子群 SL n ( K ) 为由所有元素 T<,(A)(1 < r,j < n;i 〆 力入 e if) 所 
生成者，称为 n 级特殊线性群. A(A) 为将 n 级单位矩阵中 （ i, j) 位置的元素易之 
以 A 所得到的矩阵. 

在第三章中曾证明 GL n ( K 、/ SL n (iq 为 Abel 群，而且与 K 的乘法群 A ■•对 
K - 的换位子群的商群同构.在第三章中亦曾证明是 GL n ( K ) 的换位子 
群，除非„ = 2而 A ： 只有两个元素. 

GL n ( K ) 的中心由形如 A / 的矩阵所组成，而 A 跑过中所有非零中心元素. 
GL n ( K ) 对它中心的商群称为 A ■上 n 级射影--般线 性群： PGL n ( K ). 

SL n ( K ) 对其中心的射影群称为 A ■上71级射影特殊线性群，记作 PSL n ( K ). 
可以证明， SL n ( K ) 的中心由形如 A / 的元素所组成，而 A 属于 / C 之中心， 

属于之换位子群 C . 

如果尺为个元素的域，则指数 GL n ( K ) : SL n ( K ) 以及 SL n { K ) 的中心的 
阶分别为 V - 1及 ( n ^- l ). 再者, GL n ( K )/ SL n { K ) SL n { K ) 的中心都是循环 
群. 


§2在(尺）之下矩阵的相似 

为要研究线性群的构造及自同构，有时得研究矩阵在 SL n ( K ) 之下的相似. 
定义1 n 行矩阵4和 S 称为在 SL n ( K ) 之下相似，如有矩阵<? € SL n ( K ) 
存在，使得 

(1) A = Q - l BQ . 

亦称>1在 SL n ( K ) 之下相似于 B . 

显然，在 SL n ( K ) 之下矩阵的相似关系是一个等价关系.再者，我们有 
定理1 任意 n 行矩阵,如其秩为;*，则在 SL n ( K ) 之下相似于下列形状的一 
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个 矩阵: 



其中 Ul ,U 2 ，…， 《*■ 为7•个线性无关的行. 

【证】设4为71行矩阵且秩为 f, 则有一置换矩阵 P 存在,使得 F-MP 的前 
t 行线性无关,可是 det(P) = 1或 -1 .如 det(P) = -1/1, 则矩阵 [1, …， 1,-1]P 
属于 SL„(A：)， 而 

{【1，… ，1， … ，1， 

的前 r 行亦线性无关，因此不妨假设 P e SL„(iC). 写 



而 


(r + 1 < t < n). 

3=1 

令 S = B( n ~ r ' r ) = (6 y ), 则 



因此令 


Q = P 


I o 
B I 



§2 在 SL n { K ) 之下矩阵的相似 
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定理证毕. 

我们更进一步讨论幂等矩阵在 SL n { K ) 之下的相似问题. 

定理2 r 秩的幕等矩阵在 SL n ( K ) 之下相似于 

(2) [I, - - - ,0], 

其中1的个数为 r . 

【证】 设4为 r 秩的幂等矩阵.依定理1,不妨设 

其中山=>^)而4 = ^^ n - r ) . 由 f = >1推出 

Ai = Ai, Ai- - Ai, 

因此山 的秩为 》 •，即 A 为可逆矩阵，于是由# =糸推出 山 =/.令 

P= ( llr) ^ "1 
V 0 /("--■))' 

则 /> e SL n ( K ), M 

-,0], 

其中 1 的个数为 r . 定理证毕. 

关于 GL n ( K ) 中元素在 SL n ( K ) 之下相似的问题我们不准备作一般性的讨论. 
在本节中，我们只准备讨论 GL n ( K ) 中元素 A , 而 A - /的秩为1者，在 SL n { K ) 
之下的相似问题.我们区别 4-/ 不是幂零矩阵及是幂零矩阵这两种情形.当 >1 -J 
不是幂零矩阵时，我们将>1称为 GL n ( K ) 中的 £»- 矩阵,而当 >1- J 是幂零矩阵时, 
我们将>1称为 GL n ( K ) 中的平延. 

定理3 设>1为 GL n ( K ) 中之 D - 矩阵，则在 SL n ( K ) 之下相似于形如 
[1,•••,!, ft ] 的矩阵. 
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【证】 依定理1，不妨设 


A * v 

.00, 


其中而《为 《-1 维向量，因>1 - /非 幂零. 故 M / 0■令 


则 € 5 i „( AT ), 而 


再令 


P { A - I ) P ' 


"=( 


/x 0 
0 0 , 


则€ SL „( AT ), 而 




因之 


( QP ) A ( QP )- 1 = [1, …， 1, 〆 】 ( n ' = \+ ti ). 

定理 4 设 A 为 GL n ( K ) 中之平延，则4在 GL n ( K ) 之下相似于形如 


1 1 0 
0 1 0 
0 0 1 


<000 

的矩阵.因之 GL n ( K ) 中之平延皆属于 SL n ( K ). 
【证】 依定理1,不妨设 




其中 / i€/t ■而 w 为 n -1 维向量.因火 - J 幂零，故 /X = 0;因之 v ^ 0 ,于是依第 


三章定理 4.4, 有 n - 1行可逆矩阵 


U) 


存在,其中 Q = Q ( n - 2 , n - l ) 于是 






§2 在 SL „( K ) 之下矩阵的相似 



易见（3)€ 51^(70 因 见„(尺）为 GL n ( K ) 的正规子群，故>1 e SL n ( K ). 

定理5设 n 彡3,则 GL n ( K ) 中平延皆在 SLn ( K ) 之下相似于形如 （3) 的矩 
阵; 而 gl 2 { k ) 中之平延在 sl 2 ( K ) 之下皆相似于形如的矩阵 ， p e 
【证】设 X 为 GL n ( K ) 中之平延.依定理4,有尸 e GL n ( K ) 存在，使 



依第三章定理 8.1, 可将 P 写作 


P = BD ( n ), 
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其中 Be SLn ( K ) Ifff D { n )= 【 1 ， … ， l ， /ij- 因此当 》> 3 时,我们有 
/ 1 1 0 ••• 0 > 

0 10-0 
= o 0 1 ••• 0 , 


\ 0 0 0 


而当 n = 2时，我们有 

nf). 

自然会发生这样的问题，即 SL 2 ( A -) 中任意两个平延是否在 SL 2 ( K ) 之下相 
似？一般说来，并不如此.例如，设尺为实数域，则 



在 SL 3 { K ) 之下不 相似. 实际上，由 

(: ：)(：!)=(：")(-) 

推出 C = 0及 a = -d ■因之 ( == ) 的行列式为 - a 2 , 而 - a 2 决不能等于 1. 

§3 PSL n {K ) 的单性 

在第二章§5中曾证明，除开 A ： 只有2元或3元之外, PSL 2 ( K ) 永为单群.本 
节将证明 PSL n ( K ) 为单群，对任意 A •及 n 多 3. 在证明这个结果之前，我们先注 
意次之事实. 

定理1 设 n > 2,则沒心⑻）由 GL n ( K ) 中所有平延所生成. 

【证】我们知道 SL n { K ) 由一切 T y ( A)(l < i,j < n;i # j ; 入 e K *) 所生成， 
而 Tij ( X ) 皆平延.另一方面，依定理 2.5, SL n ( K ) 包有 GL n { K ) 中所有平延，因此 
5 L „( iO 由 GL n ( K ) 中所有平延所组成. 

引理设71彡2,而01是 GL n ( K ) 的一个子群，并且假定它在 SL n { K ) 之下 
不变.如果饥包有一个平延，则饥2 SL n ( K ). 

【证】 n = 2的情形在第二章§5中已经证明.至于当 n > 3时，依定理 2.5, 
GL n ( K ) 中平延在 SL n ( K ) 之下皆相似，因之如91包有一个平延,它就包有所有平 
延，于是91 2 SL n ( K ). 
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定理 2 设 n 彡2而饥为 GL n ( K ) 的子群，并假定它在 SL n ( K ) 之下不变. 
于是或者饥是 GL n ( K ) 的中心的一个子群，或者饥2 SL n ( K ), 除非 n = 2而 
K = F2 或 F3 . 

【证】 n = 2的情形在第二章§ 5 中己经证明，现在设 n > 3. 设91不是 
GL n { K ) 的中心的一个子群，则91含一元素而4不在 GL n ( K ) 的中心之中 •于 
是有一丑= Tij ( X ) 存在，使/丑儿考虑 r = B -^ A ^ BA . 因91在(欠）之 
下不变，故 Te 91. 写5 = / +五，而於= 0,同时£的秩为1,于是 B - 1 = 7 - E , 
而 

r = (/ - E ) A-\I + E)A = I + A X EA - EA~\l + E ) A . 

^ S = A~ l EA - EA-^I + E ) A , 则 ： T = J + 5,5#0. 因为 A~ l EA 的秩为 1, 而 
EA- l (I + E ) A 的秩顶多是 1, 故 S 的秩 < 2. 

依定理 2.1, 有 P € SL n ( K ), 使得 


PSP ~ 



f/(2,n) 

Q(n-2,n) 


于是元素 


Ti = PTP - 1 



4 2) 

0 


Bi 

/(n-2) 


就包在贝中.再者，我们可以假定贝包有形如 


D 



/( 2 ) 

0 


JV (2. n - a > 

/(n-2) 


( W / O ) 


的一个元索.因为如果4 2) = 则 T\ 就是这样一个 元素； 而如 < 2) / 则 
因 


( A! B , \ 


/ Ai B x \ _1 

f 1 x Y l ^l 

f 1 (>1! - /)X \ 

V 0 1 ) 

\o 7 ； 

V« 1 ) 

[0 f J \ 

、0 1 ) 


我们可以选取久使得（糸 - 笋0,因而得到一个形如 D 的元素.注意 N 之秩 
为1或2.如的秩为1，则 Z) 即为一平延，于是依引理我们有饥2 SL„(JO. 以 
下研究 iV 的秩为2的情形.由于 


(Qi 0 )( 7 叫卜 1 0 \ = (l QiNQZ 1 \ 
^ 0 (? 2 八 0 / 八 0 广 I ) 
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所以依第三章定理 5.3, 我们可以选取 Qi e GL 2 { K ) 及 Q 2 € GL n _ 2 (/ f ), 使得 
QiNQ ^ 1 = ( J 1 o o ) 因之，我们可以选取 A e 弘 2 ⑻及 Q 2 e 
SL n ^ 2 ( K ), 使得 


QiNQ ^ 1 



10 0 
0 A 0 


0 

0 


(A ^ 0). 



为— Tij ( X ), 本定理仍从上面引理推出. 

适才证明的定理有下面一些特殊情形及推论. 

定理3 设 n 彡2,则除非 n = 2及= 朽或 F 3 , GL n ( K ) 的任何正规子群, 
如不含在中心之中，必包含 SL n { K ). 

定理4 设 n > 2,则除非 n = 2及 K =巧或 F 3 , SL n ( K ) 的任何正规子群， 
如不含在它的中心之中，就与 SLn ( K ) 相重. 

定理5 设 n 彡2,则除非 n = 2及尺= F 2 或朽, PSL n ( K ) 皆单群. 

定理6 设71彡2,则除非 n = 2及=巧或 F 3 , SL n { K ) 是它自己的换位 
子群. 

【证】注意 SL n ( K ) 的换位子群含有一个非中心 元素： 



由此即可推出本定理. 

最后，我们研究尺为有限域且含 q = p l 个元素的情形.这时 PSL n ( K ) 的阶 
为 

步= 一 一 9) … (9" - g "- 1 )， 
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其中 d = (n ， 9 — 因此除了交错群 a„(n ^ 4) 之外，我们又得到了一系列有限单 

群 PSL n ( K ). 

GL n { K ) 有正规群列 

GL n ( K ) D SL n ( K ) DZ n n SLn ( K ) D {/}, 

其中 Z „ 为 GL n ( K ) 的中心 . 根据定理 5 ,除了 n = 2 及 K = F 2 或 F 3 这两个情形 
以外，这个正规群列只可能在 GL n [ K ) 及 SLn ( K ) 之间与 Z „ nSL „(/0 及 {/} 之 
间精致化.令 

P * - 1 = P1P2 … Pm 及 d = qiQ2 - qk , 

p 1 - 1 为 GL n ( K )/ SL n { K ) 之阶，而 rf 为 Z n nSL n ( K ) 之阶，则 GL n ( K ) 的组合因 
子是 

P 1. P 2.' ' - ，Pm， 9 l >92.-" .9 fc - 

当 n = 2 而 A ■只有2元时, GL 2 ( K ) = SL 2 ( K ) = 63 ,这时 GL 2 ( K ) 的组合因 
子是2和 3. 

当 n = 2 而 A •只含3元时， GLi { K ) 的组合因子是2, 3, 2, 2, 2. 这时 GL 2 ( K ) 
有生成元 



而这些元素之中，4的行列式为 -1, 而其余元素的行列式皆为 1. 我们有以下关 
系： 


E 2 : 

I 





D 2 

= E , 

DE -- 

= ED , 




~- E , 

CE = 

EC , 

CD 

= EDC , 

B 3 -- 

= E , 

BE = 

EB , 

BD 

= EDBC , BC = 

A 2 = 

■- I , 

AE = 

EA , 

AD = 

CA , AC = DA , 


AB = ECB 2 AC 
因之 GL 2 ( K ) 有组合群列 

GL 2 (. K ) = { E , D , C , B , A}d SL 2 ( K ) = { E , D , C , B } 
D { E , D , C } d { E , D }^ Zd { I }, 

而这些群的阶分别是 48, 24, 8, 4, 2. 

显然，在这两个情形， PSL 2 [ K ) 不是单群. 
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§4 对 合 

在本章之其余部分我们要研究阶数为 n >3 的线性群的自同构. 

定义1 非中心元素>1 € GL n ( K ) 称为对合，如果>1 2 =厂 
首先我们要研究 K 的特征数尹2的情形.在§4〜§7中我们都假定冗的特征 
数/2. 

定理1 每个对合在 SL n ( K ) 之下都相似于 
⑴ [1,1, - - 
【证】设 W = / .令 

B = A + I , C = A - I , 

则 

o = a 2 -i = bc = cb . 

设 S 之秩为 r ， 则0 < r < n , 因否则我们就有或 C = 0 而 j = 依定理 
2.1, 我们有 T e SL n ( K ), 使得 

令 TCT - 1 = ，因丑 - C 7 = 2/,我们有 Sj - Ci = 21, 于是 

( B n - 21 B n \ 

Cl :( 。 

由 CiBi = 0,可得 

( Bn - 2 I )( B \ Y ) b [ , 2 n_r) ) = 0. 

因为 （ S u , B 12 ) 之秩为 r , 所以 Bu - 2 J = 0,即 S „ = 2 J , 于是我们可以选取 
P( r n ~ r ), 使得 



(二) 



定义 2 相似于⑴的对合称为 ( r , n - r ) 对合,如其中1的个数是 r . 

显然，任意两个 （ r , n - r ) 对合在 SL n ( K ) 之下都相似. 

由定理1可知 K 中的行向量在 ( r , n - r ) 对合>1之下不变者组成 r 维的子空 
间， 称为 A 的加空间，记为而中的行向量在4之下变号者组成一个 n-r 
维子空间，称为>1的减空间，记为 M A . P A 和是的互补空间，因此的标 
准形式 （1) 唯一确定.反之， V ；的任意一种互补空间唯一地决定两个对合，以这两 
个空间为其加空间及减空间，而这两个对合只差一个符号. 

现在我们来研究互相交换的对合. 

定理2 在 SL n ( K ) 之下，一组两两互相交换的对合可以同时化为 

[ei，e2, … ,e n ], 

M ej = ±1. 

【证】假定其中之一化到了 

( 2 ) 

与 （2) 交换的矩阵的形状是 

A 

如果力是对合，即 f = J ，则 A \ = h,Al = h . 依定理1，有矩阵乃及 r 2 , 使得 

W = ( f o -/J' 

h \ 0 \ 

0 -/ 2 2 / 

可是 


( Tl ° \ 

0 、 

f ri 0 V 、 

. 卜 0 \ 

\ 0 T 2 ) 

V ° 

V 0 ) 

1 0 -J 2 J 




§4对 合 




-180 


第六章线性群的构造及自同构 


因此我们把两个互相交换的对合化到了定理所要求的形状，如此继续下去，就可以 
证明定理. 

定理3 —共有 2"-2 个互相交换的对合，在 SL n ( K ) 之下以及， GL n ( K ) 
之下，它们组成 n - 1个共轭元素集.由 （ r,n - »•) 对合所组成的共轭元素集恰由 

( = ) 个对合组成. 

【证】只要证明如果 r 〆〆 ，则 h n - r ) 对合决不与 （ r'n - 〆 ）对合相似就 
行了.但这是显然的，因为它们的加空间的维数不相等 • 

定理4设山和 J 2 为两交换对合，则 

Pj l =(Pj l riPj 3 )u(Pj 1 n Mj,) 

及 

Mji = (AO, n Pj a ) u (Mj, n Mj 2 ). 

定义 3 由 GL n ( K ) 中对合所生成的群，记作 SLhiO . 将 SLt ( K ) 中差一 
个尺中中心元素的元素视为同一，则得到 PSL ^( K ). 

定理5 是 GL n ( K ) 的特性子群， SL „( AT ) 是 SL ^( K ) 的特性子群. 

【证】第一个断言显然成立，现要证第二个断言.我们先注意 SL $( K ) 是 
GL n ( K ) 的非中心正规子群，因之由定理 3.3 可知 SL ^( K ) 2 51„(兀)，即 SL n ( K ) 
是 SL ±( K ) 的子群，除非71 = 2而 A ： 只有三个元素.又因 SZ ^ K ) 是 GL „(/0 的 
换位子群，且是它自己的换位子群，除非 n = 2及 K 只有三个元素，所以它也是 
SLt ( K ) 的换位子群，因而是 SL ±(/ C ) 的特性子群. 

当 n = 2而 K 只有三个元素时，本定理也成立，如在第二章定理 4.6 所证明 
的. 

定理6 如果 -1 属于 A ： 的乘法群的换位子群则 SL n ( K ) = SLt ( K ). 
否则， SL n ( K ) 在 SL ^( K ) 中的指数是2,而 SL ^( K ) 可以从 SL n ( K ) 添加任一个 
( r , n - rO 对合（而 n - »• 为奇数）得到. 

【证】如果 - leC , 则对任意 （ f , n - r ) 对合有 

^ n ( A ) = V ((- l )"-) = l , 

于是 >4 € SL n ( K ), 因此 SL ±( AT ) C SL n ( K ), 所以 SL n ( K ) = SL ^ K ). 

如果 -1 < C , 则对于任意 - rO 对合/!而 n - 7* 为奇数,我们有 

^ n (A) = v>((-l)"- r ) = ¥>(-1) 一 1 ， 

因此 

SL ^( K )/ SL n ( K ) ^ {1於1)}， 
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而{1， v >(- l )} 为二阶巡回群，因此 SLt { K ) : SL n ( K ) = 2. 

§5 SL n { K ), 5[ J (/0 和 GL n ( K ) 的自同构（特征数 # 2 ) 

引理 SLn ( K ) 的自同构必将 （Ti - 2, 2) 对合映到 （n - 2 , 2) 对合. 

【证】设 W 是 SL „( K ) 的一个自同构.依定理4.3, W 必将 （ n - 2, 2) 对合映 
到 （ n -2,2) 对合或 (2, n -2) 对合.我们进而证明后一情形不可能发生，除非 n = 4, 
这时 （n - 2, 2) 对合和（2, n - 2) 对合都是 （2,2) 对合. 

当 n = 3时，考虑 （1, 2) 对合 

Jl = [- 1 ,- 1 , 1].«/2 = ( 1 )- 1 . — 1 ]. 

它们互相交换，而且它们的积=【-1, 1,-1] 也是 （1, 2) 对合.但是两个互相交 
换的 （2, 1) 对合之积都是 （1, 2) 对合，因此 〆 只能将 （1, 2) 对合映到 （1, 2) 对合. 
当 n = 5时，我们有两个互相交换的 （3, 2) 对合 

Ji = [-1, -1, 1,1, 1), Ji = [1, -1. -1.1. l]i 

它们的乘积仍是 （3, 2) 对合.但是任意两个互相交换的 （2, 3) 对合之积不再 
是 （2, 3) 对合，因此 W 不能将 （3, 2) 对合映到（2, 3) 对合. 

当《 > 7时，可仿 rv = 5的情形讨论之 • 

最后研究 n = 6的情形.考虑 

^ = [-1,-1, 1,1, 1,1), J 2 = 1-1,1,-1,1,1,1], 

J 3 = [1. -1> —li 1) 1)> J* = [―1»1> 1]» 

J 8 = [1,-1, 1,1, 1,-1], 

它们是两两互相交换的 （4, 2) 对合，具有性质 A J 2 = J 3 和 A J 4 = 為•设•^将 （4, 
2) 对合映到 （2, 4) 对合，则 ^(70, ^( J 2 ), s ^( J 5 ) 是两两互相交换 

的 （2, 4) 对合■因 〆 (■/!) 〆 (•/ 2 ) = W ( J 3 ), ^( J ,)^( J 4) = ^( J 5 ) ,所以可以设 

^{ Ji ) — [li 1. — — 1> —1. —1]. 

^( J 2 ) = [- l ,- l , l , l ,- l .- l ], 

•^(>^ 3 ) = [― 1> -1. -1. -1.1.1]. 

= (- 1 ,- 1 , 1 ,- 1 , 1 ,- 1 ] 

或 [-1，- 1，1， - 1， -1， lj ’ 

或 1—1，一1， _1，1，1， 一1]， 

或[―1，—1，—1，1，一1，1]， 
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无论在哪一情形， £/( J 2 W ( J 4) 都是 （4, 2) 对合; 可是由 JiJt = [1,1, -1,1， 1,-1] 为 
(4, 2) 对合推出'(七) 〆 (•/ 4) 应为 （2, 4) 对合，我们得到一个矛盾. 

这样引理就完全证明. 

定理1设 n > 3. SL n ( K ) 的每个自同构或为形状 
⑴ A^PA a P-\ 

其中 (7 为 A ： 之自同构，而为可逆 矩阵; 或为形状 
(II) P(A t ')- 1 P-\ 

其中7■为 A ： 之反自同构. 

【证】我们对 n 用归纳法来证明本定理. 

( i ) 先研究 n = 3 的情形.设■^是 SL 3 ( K ) 的一个自同构， 

X -* £/( X ). 


令 


Jli = [-ll -1) 1]. J33 = [1| - ll — 1)> 

则 ■/« 和 J 23 是两个互相交换的 （ 1 , 2 ) 对合,依引理, Y ( J 12 ) 和 W ( j 23 ) 也是两个 
互相交换的 （1, 2) 对合_依定理 4.2 , 有 A € GL 3 ( K ), 

使 

As //{ J \ 2 ) A~ X = J \ 2 , A £/{ J23 ,) A~ l = J23 - 


那么，使 W 承受形如（ I )的自同构 


X — AXA - 


之后，可以假定 

(1) ^( Jn ) = J12 , = J23 - 


儿 3 (欠）中与如交换的对合生 成―群 E ， 它由一切形状 

( Q q 2) ±1 ) ' 0<2) 6 SL ^ ( K ), 而 det Q (2) • V »(± l ) = 


的元素所组成.考虑由一切形状 


(CO (圮 〜制幻） 

的元素所组成的群 77. 当欠/朽时，77是5：的换位 子群； 当 K = 朽时 ，则 
是2：中3阶元素所生成的群，自然有 ^( E ) = E . 因此 ^(. n ) = 77. 同样，由 
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^( J 23 ) = J23 , 可推得= yl , 这里 Z 是由一切形状 

( 0 ^) ) 妒 , “刷) 


的元素所生成的群. 
研究 



在〆之下的像.由5 12 e /7,可设 



由5?2 = */ l 2, 所以 （ W (5 i 2)) 2 = </ l 2, 即 

(2) a 2 + bc = cb + <P = — 1, 
ab + bd = ca + dc = 0. 

又因炎 2 J 23 为 2 阶元素,所以 

(3) a 2 - fee = -cb + d 2 = 1, 

—db + bd = ca — dc = 0. 

由⑵及⑶推出 a = d = 0, he = -1. 使 W 承受形如 （ I ) 的自同构 



(注意此自同构不变 Jl2,J2 3 ) 之后，可以假定 

⑷ ^(512) = 5,2- 

研究 



在试 之下的像，用同样的方法使 W 承受（I)形的自同构之后，可以假定 
(5) •^(523) = 523- 
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再研究 



在 〆 之下的像.由7 \ 2 e 77,可设 


¥(7\ 2 ) 



bi 

di 



由 (TiM 2 = /,推知 

oi -61 y = / 1 0 、 

C ! -山 J _ l 0 1 j 

即 

⑹ 

再由 T\，S23 为或 阶元素推知 


of — b\c\ = —cibi + df = 1, 

— 0161 + b\di = c\a\ — d\C\ = 0 


•<^(7 i 2)523 



0 

0 


bi 

dx 

0 


—dji>i + bid\ offti — 6iCi6j 一 a\bidi 

—Cioifti + dj cxdj6i — diCibi — cibid\ 
cibi -ciaibi +d? 

( 10 0 
0 10 
0 0 1 

由⑺推知 = 0, 于是由⑹推知 a ? = d ? = 1 .但 bud 不能全为 0, 因为否则 
^( r 12 ) 将为 2 阶元素或 1 阶元素 [± i ,± i , i ], 可是 r 12 却不是 2 阶元素也不是 1 
阶元素，因此/ 0而 d = 0或 C 1 # 0而如= 0. 因由⑺式中 - a % + bid ! = 0 
或 - cia ? + dici = 0推知 a ? = di , 因之 di = 1. 再由 （6) 式中 — aj 6 i + fcidi = 0或 


为4阶元素，因之 

( «i — 61C101 — ai&ici 
cia? - diciai - Ci6iCi 
-cio? + dici 
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c \ a \ — djcj = 0推知 ai = di = 1,因之 

/ 1 bt 

^(T 12 ) = 1 


最后，再由 S 12 T 12 为3阶元素推知& = 1而 Cl = -1. 分别研究这两种情形. 
(i-1) 设 

⑻ ^m 2 ) = T 12 . 

研究 


Tl 3 = 


及 T23 = 


在 w 之下 的像因 S23T12S23 = = r 23 , 故 

⑼ ^( T 13 ) = t 13 , ^( t 23 ) = t 23 . 

研究 

Ti2(x) = I 1 ) 

在 w 之下的像， r 12 (*) e n 而且 r 12 (；t) 与 r 12 相交换，故 ^( t 13 ( i )) 的形状为 
•^(7\2(*)) = ( a I . 

由 T 12 (z) 与7\ 3 相交换推出 a = 1,因此 
_ 

对一切 xeK . 那么考虑 

- (')('){') 

在 W 之下的像推知 （a: + y) ff = I* 1 + y a . 再者，由 
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§5 SL n ( K ), 5£^( AT ) 和 GI ^(/ C ) 的自同构（特征数 # 2 ) • l 87 • 



对一切 xeK . 那么考虑 （11) 式双方在〆之下的像即可推出 （a： + i/) T = x r + y T , 
考虑 （12) 式双方在 W 之下的像即可推出 (iy) T = V T x \ 所以 t 为 A： 之反自同构, 
因此这时定理也成立，这时 W 的形状为（II). 

( ii ) 再研究 n = 4 的情形.设■^是 SL A { K ) 的一个自同构，令 

J \2 = [-1.-1.1.1). <^23 = [1，-1，-1，1]， 

•Jm = 

它们是互相交换的 （2, 2) 对合,而其积 J 12 J 23 , J 23 J34 仍是 （2, 2) 对合.和 n = 3的 
情形一样，使 W 承受形为⑴的一个自同构之后，可以假定 
(13) = ^12. ■8^(^23) = «^23. -^(^) = ^34> 

su { K ) 中与 j 12 可交换的元素组成一群 r, 它由一切形状 

( ^ ^ | ,而 det/l( 2 )detJ?( 2 ) = 1 

\ 0 ) 

的元素所组成 .r 包有一个子群 r, 它由一 切形状 

(T &). 而户―刺 

的元素所组成.如 k #巧, z 就是尸的换位 子群； 如尺= f 3 , r 就是 r 中所有3 
阶元素所生成的群.由于 ^(r) = r, 所以 试 ( e ) = s . e 包有两个子群巩和/7 2; 
77,由一切形状 

(7,««) (…尊》 

的元素所组成，而/7 2 由一切形状 

o) ，说⑽ 

的元素所组成.分别研究以下诸 情形： 

1° F 3 . 这时坧和77 2 是 i： 中仅有的两个真正规子群，而与其换位子群 

相重者，所以 
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(14) ^(rii) = iii, si{ 112 ) = 112 

或 

s/^IIi) — II 2 , s/{Il2) = H\ 

2° K = F 3 . 考虑 

V J ⑺ 

在 W 之下 的像设 

D = f sm ). 

因 7? 2 = /，故 > l 3 = 妒 = J . 如 A ， B 皆中心元素，则有 A = B = I , 此为不 可能; 
如 AS 皆非中心元索，则 

仏和 ^( T l2 ) 

在 i7 中的中心化子的阶分别为6 • 24和6 • 6,这也是不可能的.所以>1和 S 中有 
一个是 J 而另一个不是中心元素.由于坧是1 ： 中包有7\ 2 的最小正规子群，而 J ： 
中包有 ^(r 12 ) 的最小正规子群或是爪或是77 2 .因之，这时 （ 14) 也成立. 

进一步，我们证明 ^(/7 X ) = n 2 不可能发生.实际上，设^(77,) = 77 2) 研究 


在 W 之下的像，可设 




因5? 2 = J 12 ，故^(5 12 )) 2 = J 12 , 这自然是不可 能的. 于是除了 （13) 之外，我们总 
有 

(15) ^(i70 = n u s^{n 2 ) = n 2 . 
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于是可设 



从5? 2 = • Aa , (5 i 2 J 2 3) 2 = I 推出 a = d = 0 ,bc = ~ l 于是使 〆 承受形如⑴的自 
同构 



之后（注意此自同构不变 j 12 , j 23 , 及 n u n 2 ), 可设 

(16) ^{ Si 2) = Sl 2- 

再研究 



在 W 之下的像.因 s 23 与 J 23 交换，故可设 



因路 = Jaa , ( S23J12) 2 = J , 所以 



a 2 + bc= 1 , 06 + M = 0, ca + dc = 0 , c6 + d 2 = 1 , 

a 2 — be = 1 , —ab + bd = 0 , ca — dc = 0 , —cb + d 2 = 1, 

e 2 + fg= —1, ef + fh = 0 ge + hg = 0 gf + h 2 = -1, 

e 2 -/g=l, -ef + /ft = 0, ge-hg = 0, -gf + h , 2 = 1 . 
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由此推出 a 2 = d 2 = l ,6 = c = 0 ,e = ft =0,/ ff =- l . 使 W 承受形如（ I )的自同构 


之后，除了 （12), (14)， （15) 以外,还可设 


^( S 23 ) = 


\ 


0 1 
-1 0 

\ d ) 

而 a 2 = d 2 = 1•又由（负 2 5 23 ) 3 = J 可推出 a = d = 1.因之 

(17) •0/(523) =沒23- 
根据同样的道理，还可以假定 

(18) ^( S 34) = ^34. 


—1 Q / 

再研究 r 12 在 〆 之下的像.因 r 12 e 历，故可设 


w ( r 12 ) = 


于是和 n = 3的情形一样，从关系式 (T, 2 J 23 ) 2 = i , (T 12 s 23 ) 4 = / 及 (5 12 r 12 ) 2 = i 
推出（1 = <£=1,6€ = 0,6=1或0 = —1.因之 



(11 \ 


( 1 \ 

^( T n ) = 

1 

1 

或 

-1 1 

1 


1 1 ) 


1 1 / 


分别研究这两种情形. 
( ii -1) 设 
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^{T 12 )=T 12 . 

T13 = S23T12S23, T23 = S12T13S12, 

T 24 = S^T23S34, T 34 = S^T 2 4S23 

■^(Tu) = Ti3, s^{T-a) — T 23 , 
^(T2a) =724, = T34. 


Ti2(x) 


在 w 之下的像.由于 T 12 ( x ) e 历 , r 12 0 c ) 与 T 12 , Ti 3 皆可换,和 n = 3 的情形一样， 
有 

' 1 x° 

^(7\ 2 ( i )) = 1 

用 n = 3 的情形一样的方法可证 <7是 A ■的自同构，这时, 〆 是形如⑴的自同构. 
( ii -2) 设 

(21) ^( T 12 ) 

与情形 ( ii -1) 相仿，可证 





(19) 

则由 


推出 

( 20 ) 

研究 



及 


■*^(^12(®)) =r 2 i(-i T ), 
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其中 T 为 K 之反自同构.这时, 〆 是形如（ II )的自同构. 

( iii)n > 5.设•^为 5 L „( K ) 的自同构.考虑 

Jn-l,n = [1. ••- »1, -1.-1). Jin = [-1. 1> •• - 

它们是两个互相交换的 （n - 2,2) 对合，其积也为 （n - 2,2) 对合，因此，使 W 承受 
—个形如（ I )的自同构之后，可设 

( 22 ) ~ Jn-l,n, = J\n- 

SL n (K) 中与交换的元素组 成一群 八，八由一切形状 

/ p(n-2) 0 \ ff5det p(n-2) detQ (2) = j 

V 0 Q ⑺ J 

的元素所组成.将八的换位子群记作及，则 A 由一切形状 

( A < o " 2) BW )' 而 e SL n . 2 (K),B^ e SL 2 (K) 

的元素所组成.显然， 〆 (八）= r ,,^( r ,) = ri . 

Si 包有两个正规子群讯和 n 2 . 历由一切形状 

( fi! r 二）‘观） 

的元素 组成; 而历由一切形状 

(’ < n :);) (炉⑽ ™ 

的元素所组成.巩和77 2 是及中仅有的两个真正规子群而与其换位子群相重者. 
又因 n > 5，《 - 2 > 2,故 /7 i (^ 紅„- 2 (幻）与 /7 a (= SL 2 {K )) 中所含两两交换的对 
合的最大个数不等,所以它们不可能同构，因此一定有 

^(/7 i ) = 77,. 

从出发，得出 〆 将群山不变，而厶由一切形状 

( M n_2) ) ( i ^ n_2) 6 SL n . 2 (K)) 
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的元素所组成 .历 和山生成一群 i 7, 它由一切形状 

(e SL n ^( K )) 


的元素所组成.于是 


R( n ~ l ) 






而 M 为 SL n -!( K ) 的自同构.依归纳法假设， 


(23) 

M(fl) = 

或 


(24) 

M(fl) = 


因此，使 W 承受形如（ I )的自同构 



(如 （ 23) 发生)，或形状 (II) 的自同构 



(如 (24) 发生)之后，可设 

(25) t ^ ^ ^ 2 ^ ’ 对-切 ft e SL^K). 

最后来研究元素 

0 1 
-1 0 

在 W 之下的像.因与 i 7 中每个元素皆交换，而/7中每个元素在 W 之下 
皆不变，故可设 

l , n ) = I a b 

\ c d 

其中 P 为 K 的非零中心元素.因 S 2 n _ lin = „及 

=/，而 Jn - l.n 和 5„_2, n-l 在 W 之下皆不变，故 （£^(5 n - l , n)) 2 = Jn - l , n , 
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(5 n _ I>n _ 2 ^(5„-i,„)) 3 = I ,由此推出 p = l,a = d = 0,6c = -1. 于是使■^承 
受形如⑴的自同构 

( 26 ) (m. 

之后，可设 

^(Sn—l,n) = Sn-l,n- 

因 （26) 不变77中元素，而 SL n ( K ) 由77及生成，故 
^( X ) = X , 

对一切； f € SL n ( K ). 因此定理当 n^5 时也成立. 

定理1至此完全证毕 • 

以下定理是定理1的直接推论. 

定理2 或 SL ^( K )) 的每个自同构或为 

I. A^x{A)PA°P~ l , 

其中 <7为 A： 之自同构, P 为可逆矩阵, x 为 GL„(A")( 或 5^(/0) 到 K 中心的乘 
法群中的一个 同态； 或为 

II. A -* x ( A ) P ( A t ')- 1 P ~ 1 , 

其中7■为 A ■之反自同构. 

【证】 71 = 2 的情形在第二章中已经证过了，现在我们来研究 n 多3的情形. 
设 〆 为 GL n ( K)(m SL ^( K )) 的自同构.因为当 n 彡3时， 5X„(A：) 是 
GL „( AT ) (或 SL ^ K )) 的换位子群，所以■^将 SL n ( K ) 不变，因而诱导出 SL n ( K ) 
的一个自同构.依定理1，使 〆 承受一个形如 I 或 II 的自同构之后，可以假定 

(27) ^(A) = A {A € SL n ( K )). 

G 1„( A ")( 或 SL ^( K )) 中任一元素 X 皆可表示 

X = AD(^), 

其中 乂 e SL n ( K ) W DOm ) = [1，". (或 D (^) = [1， … ,1,±1]), 因此只要求 
£>( M ) 在 W 之下的像就行了. 

假定 
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^(D(/i)) = C, 
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因 D ( fi ) AD ^)- 1 6 SL n { K ) 对所有汲 e SL n ( K ), 故由 （27) 得 
D ( n ) AD ( n )- 1 = CAC ~\ 

即 

AD ( ii)~ l C = Di ^ CA , 

对所有>1 e SL n ( K ), 自然有 

D ( n)~ 1 C = pI , 

而 p € A " 之中心，定理得证. 

§6射影对合（特征数一 2) 

可逆矩阵>1所诱导出来的射影变换记作 X 显然，又= 5当且仅当有 K 之中 
心元素7,使得4 = rS . 

PGL „( X ) 中（或 PSL „( iO 中）一对元素又和5称为在 _ PGi „ CK ")( 或 
PSL n { K )) 之下共轭，如果 Pd „( AT ) (或 PSL n ( K )) 中有一个元索 P 使得 I = 
PBP ~\ 相当地， A = aPBP ~\ 而 a 为的中心元素. 

两个射影变换：？ 和否 是交换的，当且仅当= 7 SA , 而 7 为 K 的中心元 

素. 

定义1 非中心矩阵>1称为射影对合，如果 A 2 = 7厂而7属于凡之中心, 7 
称为4的数童. 

设 X 和 B 为射影对合，即 W = aJ , S 2 =奴,而 a 和/?为中心元素.如果它 
们在尸 Gl „( AT ) (或 PSL n ( K )) 之下共轭，则有 P e PGL „( AT ) (或尸 e PSL n ( K )), 
使得 

A = - yPBP ~\ 

而7为中心元素.于是 

a I = A 2 = ^( PBP - 1 ) 2 = ■ y 2 PB 2 P ~ 1 = - y 2 /3 I , 

因此这就证明了两个共轭射影对合只差一个中心元素的平方因子，因为 
S 和 TB 表示同一射影变换，所以不妨假定共箱对合的数量相同. 
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我们可以把 PGl „(/0 (或 PSLn ( K )) 中的射影对合分到在 PGL „(/0( 或 PSL n 
( K )) 之下共轭的一些共轭元素类的集合 r a 里，而 r a 为由所有具数量 a 的射影 
对合所组成的集合，同时 a 跑过的中心的乘法群对它的平方元素的子群的陪集 
的一组完全代表系的子集合.当然,每个集合可以由几个共轭元素类组成，可是 
一个共轭元素类只包在一个集合匕里. 

如果乂是射影对合，即 A 2 = otJ , 而 B 与 A 交换，则或= - BA . 
实际上，由= yBA 可推出 

aB = A 2 B = yABA = y 2 BA 2 = cn 2 B . 

于是 7 2 = 1, 因之 AB = ± BA . 

定义 2 /\ 中的射影对合称为第一种对合 ./ V 中的对合，如1为 K 中一元素 
之平方，但不是 A ： 中之中心元素之平方，称为第二种对合.其余的对合，即当7不 
是 K 中元素之平方时， IV 中之对合称为第三种对合. 

以下我们要详细讨论这三种对合.我们从八开始. 

对应于 G _ L „( JO 中 ( r , n - r ) 对合或 ( n - r , r ) 对合的第一种对合称为 》• 对合. 
因之我们可以假定 2 r 彡 n . 显然， PGL n ( K ) 中的第一种对合在 PGL n ( K ) 之下以 
及 PSL n { K ) 之下分到个 r 对合的集合里. 

定理1 PGL n ( K ) 中彼此互相交换的 r 对合的最大个数等于 ( = > 如果 

t •卢 &而 不小于 4( = j ， 如果 r = g . 

【证】设>1和丑为 PGL n { K ) 中两个互相交换的 r 对合，则 /IB = ± BA . 
如果/1丑= - SA 则>1交换 S 的加空间和减空间，因之有 n = 2?■，即= -BA 
只在 r * 为偶数且 r * = ^时才发生，于是我们的定理由定理 4.3 推出. 

系理 PGL n ( K ) 中彼此互相交换的1对合的最大个数小于 PGL n ( K ) 中彼此 
互相交换的 r 对合 , r > 1,的最大个数. 

【证】我们分以下三个情形来 讨论： 

( i ) r # } 因为 ( = ) > n ，对于 r > 1，这时我们的定理成立 • 

( ii ) n 为偶数而 r = | > 2. 因为 

故定理也成立. 
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( iii ) n = 4. 互相交换的1对合的个数为4,可是我们至少有5个互相交换的2 
对合： 



定理也成立. 

定理 2 设 /V /八.如果 7 = A 2 , 而 A 为夂之非中心元素，即尽为第二种 
对合的集合，则/ V 中每个元素在 PGL n { K ) 之中都共轭于 
( 1 ) [A,A, -- ,A]. 

如果 7 = A 2 在 AT 中不可解，即为第三种对合的集合，则中每个元素在 
PGL n ( K ) 之中都共轭于 



当然，这个情形只有在 n 为偶数时才能发生. 

【证】我们先来 证明： 如果1 = A 2 在 / C 中可解，可是在 K 的中心里不可解， 
则1 = A 2 的根在 K 中都互相共轭.设 A 和0是7 =久 2 的两个根，如果 A / - M , 
则 

A(A + n) = {\ + m)m ； 

如果 a = -/ i , 则有 t ； e A •，使得 tA / 知，于是 


A(vA — Au ) = (vA — Au )(— A ). 


现在我们用归纳法来证明本定理.设4 e / V 写 


I <*11 <*J2 … Oln 

I ®21 022 • • 02n 


\ Onl On2 Onn / 
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如果 <*12 = • • • = ain = 0 ,则由 i 4 2 = V 推出 afj = 7. 这时 ，7 = A 2 在 it " 中 
可解，于是 ail 与 A 在 K 中共範，因此不妨设 



其中为 （n - 1) x (« - 1 ) 矩阵而$ = 7 /.依归纳法假设，烏与 
(共有 n-1 个 A ) 

共辆，因此>1与⑴在 PGL n (K) 中共辆. 

如 ( oia ,-", oin )/0, 于是有 ( n - l ) x ( n - l ) 的可逆 矩阵朽 ，使 

(“12,… . ain)Pi = (1,0, ••• ,0), 



因此不妨设 

/ 0 1 0 … 0 

. _ I ®21 022 023 . • • 02n 


«nl «n2 On3 … Onn 
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从 A 2 = V 推出 <121 = 7,«22 = «23 = • = <*2 n = 0,于是 



其中火 2 为 （n - 2) x (n - 2 )矩阵而4 = 7 人如 A 2 = 7 在 /<■ 中可解而在 A " 的中 
心中不可解，设 A 为-一解，则有 u € A •，使 / Av . 令 vA - Av = &则 



因为 

om , 

所以它是可逆的，这证明了 ( ?二)与 ( == ) 共辑.又依归纳法假设，&与 
( A , - - ,AJ (共 n -2 个 A ) 

共辆，故这时4与 （1) 共轭.又如 A 2 = 7 在凡中不可解，仍依归纳法假设，这时 
也与 

( 0 /(^) \ 

V ， /( 年 ）0 J 

共扼，而 n - 2 为偶. 故这时 A 与 （2) 共辆，而71为偶数. 
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系理1 在戶中，每个尸 * r (卢 A ) 都只由—个共轭元素类组成 • 

系理2 在 PGX „(* T ) 中，第二种对合的集合中至少有2"- 1 个互相交换 
的对合，因此， PGL n ( K ) 中互相交换的1对合的最大个数小于第二种对合的集合 
A 中互相交换的对合的最大个数，只要《彡 3. 

【证】不失普遍性，可以假定厂 7 中一组互相交换的对合包有 

[A,A, ••- ,A], 

而 A 2 = .令 T = [* i ， t 2, …， t „] 而 G =说 = vA - Av # 0) 或 1 (i = 1，2,…， n ). 则 

T [ X , A , • • ■ , A ] T -> = [± A , ± A , • • •, ± A ] 

给出 ^2" = 2"- 1 个 TV 中的互相交换的对合. 

如 n > 3,显然2"- 1 > n , 因之系理2之第二个断言成立. 

定理3 令 n > 6.在 PGlnCR ：) 中，任 一第三 种对合的集合7\里都有两对 
互相交换的对合而它们的积在 PGL n { K ) 里不共扼.（可是显然，两个不同的1对合 
之积为 2 对合 .） 

【证】设 •/ 为 GL m ( K ) 中之 _ ( r , m - r ) 对合， m = < m ， 则 

Co ) 


为 r 7 中之对合，而 


( 0 /Wo J\ = ( ^ o) 

为 2 r 对合，因此，如 n > 6,即 n = 2 m,m > 4,我们有尸 7 中两对互相交换的对合 



其中 ■/! 为 （ l ， m-l) 对合，而七为 （ 2 ,m-2) 对合； 可是 45 为 2 对合而 4(7 为 
4对合，显然，>15与 4(7 在 PGL n ( K ) 中不共轭. 

定理 4 令71 = 4 而/^为 PGL 4 (K) 中第三种对合的集合.如 -1 为 A ■中 
的平方元素，则 /V 中至少有5个互相交换的 对合; 如果 -1 不是 A ： 中的平方元素， 
则 A 中有两对互相交换的对合，其积在 PGL^K) 中不共轭. 
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为2对合，而 


A1A4 = 


0 




为 r _ t (^ A ) 中之对合，因此和 A ! 山在 PGL n { K ) 中不共辄. 

定理5 设 n = 6而尽为第三种对合的集合，于是任 一 1对合在 PGL 6 ( K ) 
中的中心化子永远不与 A 中对合在 PGL 6 ( K ) 中的中心化子同构. 

【证】不失普遍性，我们可以假定所给1对合为 


而所给中对合为 


7 /(3) 


1 = A 2 , 则我们有5个互相交换的对合 



0 J J 

中不可解，则与 A u A 4 是两对互相交换的 对合； 可是 




\-/ 

/ o 


在 
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将它们在 PGL 6 ( K ) 中之中心化子分别记作和 3b. 

3^为由所有元素 S 适合 / L 4 = 或 iM = -AR 者所组成，可是这时 
RA = -AR 不可能发生，因为否则将交换>1的加空间和减空间，而这两空间的 
维数不等.由= /1丑可推知 



于是3/1与 GLx { K ) x GL S ( K ) 对其中心的商群同构.写 
3 a = K '/ Z * x PGL 6 ( K ). 


我们知道（定理 3.1), PSL 6 ( K ) 为单群，因之3^有正规群列 


3 a D PGL S ( K ) D PSL s ( K ) D € 


( C 表示仅由单位矩阵组成的群)，其中一个商群与单群 PSL s ( K ) 同构. 

3 b 由所有元素 瓦而 ilB = Bi ? 或= -BR 所组成，这时，第二个关系是 
可能的，例如我们可以取 


R ~{ 


-7 / 0 ) 

可是元素及使= 丑 / i 者组成 3 fl 的一个指数2的子群 3' s , 因为由= -BR 
及了丑 = -BT 可推出= B ( RT ). 我们来研究 3' b . 关系= 5丑成立当 
且仅当 

(妒妒、 

V ^ « ( 1 3) , 

显然，所有这种元素组成一群 Z ^. 以表示由 A ： 经添加一个中心元素 w 适合 
7 = ^ 2 者到 A ： 而得到的体，则易见 


：)' 


Ri R2 
7^2 R\ t 


* i?l + wi?2 

为由％到 GL 3 ( K 0 ) 之上的一个同构映射，于是 
3 b = PGL 3 ( Ko ). 


因此 3 b 有正规群列 


3 b 3 y B (= PGL 3 ( Ko )) D PSL 3 { Ko ) D C , 
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其中所有商群除去一个是单群 PSL 3 (K 0 ) 外都是 Abel 群. 

现在我们来证明34与 3 s 不同构.如果它们同构，则由 Jordan - Holder-Schreier 
定理，在的组合群列的商群中出现的非 Abel 单群 PSL 5 (K) 必与在 3 b 的组合 
群列的商群中出现的唯一的非 Abel 单群 PSL 3 (K 0 ) 同构.因此只要证明 PSL s (K) 
与 PSL 3 (K 0 ) 不同构就行了.在 PGL 3 (K 0 ) 互相交换的1对合的最大个数为 
3,而这些对合因为对应于 GL 3 (Ko) 中的 （1, 2) 对合,所以属于 PSL 3 (K 0 ). 可是在 
PSL 6 (K) 依定理1之系理,互相交换的 f 对合的最小个数为5,而仿定理2的 
系理2,易证 PSL 5 (K) 中互相交换的在 PSL s (K) 之中共轭的第二种对合的个数 
^ 2 4 = 16. 因之， PSL 3 (K 0 ) 决不与 PSLt(K) 同构，定理证毕. 

在本节中我们己经把 PGL n (K) 中的1对合用群论性质刻画了出来.换言之, 
我们把 PGL n (K) 中的1对合用在 PGL n (K) 的自同构之下不变的性质从其他种 
对合里区分出来,这结果能够用来决定 PGL n (K) 的自同构群，可是对于 PSL n (K) 
而言,我们还需要作更进一步的探讨. 

§7 PGL n { K ), 凡和 PSL n { K ) 的自同构 
(特征数一 2 ) 

像在§5中一样，我们先来决定 PSL n (K) 的自同构,然后再推出和 
PSLt ( K ) 的结果来，当然,我们假定 n 彡 3. 

定理1 设71 > 3,则 PSL n {K) 的自同构皆由 SL n (K) 的自同构诱导出来， 
或者，确切地说，它的形状是 

( 1 ) A-^PMP- 1 , 

其中 (7 为体 A " 之自同构，而/>为可逆 矩阵； 或者是 

(2) A-^P^Y^P- 1 , 

其中 r 为 A ： 之反自同构. 

这个定理的证明依赖于以下诸引理. 

引理1任意集尸 7 中，任意两个不同的互相交换的对合之积属于八或厂 l 
【证】设 i 4 2 = S 2 = 7 J , 乂/±月,/15 = ±凡4,则有 

{AB ) 2 = ±A 2 B 2 = ± 7 2 /. 


即 e 八或 r _ i . 

引理 2 设 n = 2 m > 8,则 PSL n ( K ) 中互相交换的2对合的最大数小于互 
相交换的 m 对合的最大数. 
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【证】因 n 彡8,故 m > 4 .于是 

1 / 2 m \ 1 / 2 m \ _ 1 2 m (2 m - l )(2 m - 2)(2 rw - 3) / 2 m \ 

2 ^ m ^2^4 ) = 2 1-2-3-4 > ^ 2 / ' 

因此引理得证. 

引理3 设为 PSL n ( K ) 中数量为-1的第二种对合的集合，则广！中 
任意在 PSL n ( K ) 之下共轭的共轭元素类中至少有2"* 1 个或2"- 2 个互相交换的 
对合，依71为奇或偶而定. 

【证】依定理6.2,只要证 r — x 中含 

[ A , A , ••- , A ] 

的共轭元素类有此性质即可.令，…， t „] 为对角矩阵,其中 ^ 
1,使得取 （ 的个数等于 << 取 f - 1 的个数 (c = A / i -/ zA ^ o ). 则当; T 跑过所有 
可能性时， 

n\A …， 取 -i 

就给我们或 12"- 1 = 2"- 2 个互相交换而且互相共轭的对合，依 n 为奇或偶 
而定. 

定理2 设为 PSL n ( K ) 中具数量 -1 的第二种对合的集合，则 r_i 中 
任一对合在 PSL n ( K ) 中之中心化子永远不和2对合在 PSL n ( K ) 中之中心化子 
同构(当然 n > 4). 

【证】不失普遍性，可以取 

( _/( 2 ) 0 \ 

>l =【 A ’ A ，."， A ]， 石=(。 /(n _ 2) J 

分别作为中的对合和 2 对合，以与分别表它们在 PSL n ( K ) 中之中心 
化子. 

5,4由元素 S 而适合 iM = 或 iL 4 = - AR 者所组成.如果 / L 4 = -AR 
可能成立，则 5 a 中元素 Rm^RA = AR 者组成一指数2的正规子群如果 
RA = - AR 不可能成立，我们定义 t A =3 A 现在我们来研究义.将体尺之乘法 
群之中心记作2•，则 

t A ^ SL n ( K x )/ Z ^ n \ 

其中 K A 表 A 在尺中之中心化子.因此\有正规群列 

3 a SL n ( K x )/ ZlJ ^ D Z - k J ^! Z m I ^ 3 € 
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( ZL 表的中心的乘法群)，其中所有商群都是 Abel m , 除去一个 例外： 
S zYf ^/ Z ^ - SL 八 K X 、 IZ . K ，、 = PSL n ( K x ). 

现在来研究 3 s . 5 s 由元素 ft 适合 flS = Sfl 或 = - BR 者组成.如 
n /4, 第二个关系不可能成立，而当 n = 4时，取 
n ( 0 /< 2) \ 

则丑丑= - BR , 这时 3 s 中元素适合 flS = Bfl 者组成一指数2的正规子群 
义 .如 n # 4,令 3 ' s = 5 B . 我们来研究显然 3' a 由 A 所组成，而 

L 。妙*_ 2 )人 

其中 fl (2) 和 办 "-力分别跑过 Gi 2( iC ) 和 d „_ 2 ( A ") 而 
det (/?( 2 )) det (/2( n - 3 >) = 1. 

因之氕的换位子群包有 PSL 2 ( K ) x P %„_ 2 (/0 .于是 3 b 有正规群列 
3 s D 3^ D PSL 2 ( K ) x PSL n - 2 ( K ) 2 PSL 2 ( K ) D (£, 

其中有两个商群 PSi 2 ( iO 和 PSL n . 2 { K ) 是非 Abel 单群. 

依 Jordein - Holder-Schreier 定理, 5>» 和不同构. 

定理3 设厂为 PSL n ( K ) 中具数量-1的第三种对合的集合，则尸^中 
任一元素在 PSL n ( K ) 中之中心化子不与2对合在 PSL n ( K ) 中之中心化子同构 
(当然, n 彡 4). 

【证】不失普遍性，可以取 

一 U T)，-(T A )' 

其中 m = 将它们在 PSL n { K ) 中之中心化子分别记作茨/和 

L 由 PSL n ( K ) 中元素 fl 适合 iL 4 = / Ifl 或 / L 4 = - AR 者所组成，记义为 
PSL n ( K ) 中元素 S 适合 iL 4 = / Ifl 者所组成之子群，则&为&之指数2的正 
规子 群或义 =我们来研究义.关系 iL 4 = >!/?成立，当且仅当 
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显然，所有这种元素其行列式/ 0者组成一群37而 
S A = yA/Z^ in) ^SL n (K). 

以 ATo 表添加一个中心元素 w 适合 _1 = w 2 到 K 而得到的体，则映射 

( Rl 开…馬 

\ ~ R 2 R \ ) 

为从 3' a 映入 GL m ( Ko ) 之同构映射，而且义之映像包有 SL m ( Ko ). 因此义 4 有 
正规群列，其中只有一个商群不是 Abel 群，而是单群 PSL m ( K 0 ). (注意於至少 
含9 = 3 2 个元素). 

在定理2中已证明 5 s 有正规群列 

3 b D 3 b ^ PSL 2 ( K ) x PSL n . 2 ( K ) D PSL 2 ( K ) D €, 

其中有两个商群是 PSL 2 ( K ) 和 PSL n . 2 ( K ), 而其余的商群都是 Abel 群.如 A •含 
3元以上，则 和 PSL „- 2 ( K ) 都是单群，依 Jordan - Holder-Schreier 定理， 

心和 3 s 不能同构.如•只有3元，而 n = 4,则 PSL 2 (/ f ) 和 PSL n - 2 ( K ) 都不是 
单群，因之依同一定理, 3 a 和 5 s 也不同构.最后，如果尺只有3元，而 n > 6,则 
PSL n - 2 { K ) 是单群，而 PSL 2 ( K ) 不是单群，可是 PSL n . 2 ( F 3 ) : 1 ^ PSL m ( F 9 ) : 1, 
因此依同一定理, L 和％ 不同构.证毕. 

现在我们来证明定理 1. 我们对 n 用归纳法. 

( i ) n = 3. 首先，我们知道1对合是属于 PSL 3 ( K ) W , 我们要证明 PSL a ( K ) 
的自同构将1对合变到1对合.因 

[-1,-1，1]和[1,-1,-1] 

是两个不同的互相交换的1对合,而其积仍为1对合,故依引理1知1对合只能变 
到八或 r — i 中之对合,现在 门仅由 1对合组成,而第三种对合不在 PSL 3 ( A ") 中 
出现,所以只要能证1对合不能变到 A 中的第二种对合就行了.因为互相交换的1 
对合的最大个数是3而尸^中互相交换且互相共箱的第二种对合的个数 > 2 2 = 4, 
因之, PSL 3 ( K ) 的自同构将1对合变到1对合. 

像定理 5.1 ⑴一样进行下去，即得本定理. 

( ii ) n > 4.这时2对合属于 PSL n ( K ). 因为 

[-1， - 1，1，1，…， 1 J 和[-1，1， - 1，1，…，1】 

是两个不同的互相交换的 2 对合，而其积为2对合，故依引理1知的自 
同构只能将 2 对合变到 A 或厂 -1 中的 对合. 依定理2和3知 PSL n ( K ) 的自同构 
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不能把2对合变到尸^中的对合，如尸一 A . 还要证明 PSL n ( K ) 的自同构不 
能把 r 对合变到2对合,如 r 〆 2. 我们分以下几个情形来 研究： 

1° n >4,.这可由定理 6.1 推出上述断言. 

2° n >8 为偁且.这可由引理2推得. 

3 。 n = 6 ,r = 3. 因任意两个不同的互相交换的2对合之积仍为2对合，而两 
个不同的互相交换的3对合之积不是3对合，故断言也成立. 

4° n = 4 ,而1对合不属于 PSL a ( K ), 这时 2 对合是 PSLt ( K ) 中仅有的 r 
对合，断言当然成立. 

5° n == 4,而1对合属于 PSL 4 { K ), 这时断言可以从系理 6.2 推出. 

因此我们证明了 PSL n ( K ) 的自同构一定将2对合变到2对合.我们可以像 
定理 5 .1 -样进行下去，从而证明本 定理. （需要指出，如 n = 4 ,则 PSL a ( K ) 中与 

[-1,-1,1,1] 交换的元素的形状是 (= 或 (2 q Y 将这些元素平方之 

后，即可像定理 5.1 那样进行下去 .） 

定理1的直接推论是 

定理4设 n 彡3, (或 P 5 Lf (/0) 的自同构系由或 SL ^( K )) 

的自同构所诱导出来的，或者说，它的形状是定理1中的 （1) 或 （2). 

§8对合（特征数= 2 ) 

GL „( K ) 及 SL n ( K ) 的自同构的研究（欠为特征数= 2的体)，仍依赖于对合 
的研究.在§8 〜 §9中我们恒假定 AT 的特征数= 2. 

定理1 GL n ( K ) 中之对合在 GL n ( K ) 之下相似于 

(1) (' ；) + (' ;)+...+( 1 ; )+i+i+...+1, 

而且也相似于 

/ / 7<p> 0 

( 2 ) 0 /(»>) 0 

I 0 0 / < n ~ 2 P) 

其中 p 为 （1) 式中 ( 1 ;) 的个数. 

【证】令 A 为 GL n ( K ) 之对合，由炉= J 推出 （/! - J ) 2 = 0.设>1 - J 的秩 
为 P ， 则有 nxn 可逆矩阵 P 存在，使 


P ( A - I ) P~ l 


Bj p) B^' n ~ p) 
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其中 ( B x , B 2 ) 的秩为 P. m ( A -/) 2 = 0,故 

Bi(Bi B 2 ) = 0, 

于是 Si = 0. 因之的秩为 p . 由此推出 p < r * - p . 设 Q 为 （n - p ) x (n - p ) 可 
逆矩阵，使 

B 2 Q = ( J lp) 0), 


则 



于是 4 与 （2) 相似. 

由此定理推知 GL n ( K ) 中之对合都属于 SL n ( K ). 

定义 1 GL„(AT) 或 SL n ( K ) 中之对合在 GL n ( K ) 之下相似于 （2) 者称为 p 
对合. 

显然，我们只有 p 对合而 2 p < n , 而且, p 对合在 SL n ( K ) 之下永远相似于 （2), 
除非 2 p = n . 

定理2 p 对合在 GL n { K ) 之下相似于 9 对合，当且仅当 p = <?.如 2 p < n , 则 
任意两 P 对合在 SL n ( K ) 之下皆 相似； 如 2 p = n , 则有 p 对合在 SL n ( K ) 之下不 
相似者. 

【证】将 p 对合看作作用在 K 上的一个线性变换，则其不变子空间为 
的一个 n - p 维的子空间，因此 p 对合与 g 对合在 GL n ( K ) 之下相似，当且仅当 
P = Q - 

第二个断言显然成立. 


为要证第三个断言，我们注意 GL 2 p ( K ) 中与 


(3) 

交换的矩阵的形状为 


/ /(p) /0») \ 

I 0 /(P) J 



其中>1可逆，因此它们的行列式为 K . IC 中之平方元素，所以用 K '/ C 中一个具 


非平方元素行列式的矩阵来变 （3) 就得到一个不与 （3) 在 SL 2 p ( K ) 之下共轭的 P 


对合_ 


定理3 GL n ( K ) 中的对合分到了 [■] 个共轭 p 对合类里， g ] 

的 P 对合类仍是 SL n ( K ) 中的一个共轭类.可是如果 p = ^,则 GL n { K ) 中的 P 对 
合类可以由 SL n ( K ) 中一个以上的共轭类组成. 



§8 对合(特征数 =2) ___ .209. 


我们的目的是要将 SL „(/0 中的1对合刻画出来.如果 n = 2或3,则我们只 
有1对合，因之我们无事可做.若 n 彡6,我们有 

定理4 设 n > 6. 任意两个互相交换的1对合的乘积落在不多于两个共轭 
对合类里.任意两个互相交换而且在 SL n ( K ) 之下共轭的 p 对合 (p > 2) 的乘积落 
在多于两个共轭对合类里. 

【证】令 4 = J + t/,B = J + V 为两个互相交换的对合，即 U 2 = V 2 = 
0 ,UV = VU . 它们的乘积 


AB = BA = I + U + V + UV 

也为对合，因为（ I ； + V + UV ) 2 = 0. 

如果>1和丑为两个1对合，则和 V 的秩为1,于是 


U + (I + U)V 


之秩 < 2,这就是说，或为1对合或为2对合. 
如 P > 1,我们取 


其中 



t/, (p) 0 

0 ⑼ 0 
0 0 (n_2p) 
v /的 0 \ 

0⑻ 0 I 

0 0 (n-2p) J 





则 A s 为交换 p 对合（如 n = 2 p , 它们在 SL n ( K ) 中也共無).因为 
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所以 AS 为 q 对合.取 g = 1,2,. . • ,p - 1，我们知道两个互相交换的 p 对合之积落 
在 p - 1个共扼类里，因此,如果 p > 3,定理得证. 

如 P = 3,再取 



所以 AS 为3对合，因之这时我们的定理得证. 
如 p = 2,取 

j/p) = j(2) t y(2) = ( 

则乂丑为2对合.如再取 



则为3对合.定理至此完全证毕. 

当 n = 4及 n = 5时我们如下地进行 • 

定理 5 设 n > 3,在 SL n ( K ) 中任意一对1对合,如其积之阶为3,则可同时 

化成 



§8 对合（特征数 = 2 ) 
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⑷ 


U 2 


、 0 /<»- 2 ) 
【证】令乂 = / + 1/和5 = 
= 7 2 = 0而1/和7之秩为1.由 


y 0 ] 

r + V 为一对1对合而之阶为3,则 


ABA = BAB, 


即 


(/ + U)(I + V)(I + £/) = (/ + V){I + U)(I + V ) 


可得 

⑻ 

将⑹左乘以1/则得 
也有 


U + V + UVU + VUV = 0. 
( UV ) 2 = UV , 

( VU ) 2 = VU . 


假定 （/ 已化成了 



其中 a ， & ， c,de 为 lx(n-2) 矩阵，为 （ n-2)xl 矩阵， U 为 （n —2)x(n-2) 
矩阵. 若 c = 0,r = 0, 则因 V 2 = 0, 必有 a = 2. 若 c / 0 或 r / 0, 则 



1 A 



A 






h \c + fir 
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可选取 A ,", 使 a + Ac +aw = 0,因之我们总可假定 a = 0,即 






我们有 



因此 c 2 = c . 所以 C = 0或 c = 1. 

首先我们证明 c = 0 是不可能的.因为如果 c = 0,则= 0,于是 



于是 f/V = 这是不可能的. 

因此,我们一定有 c = 1.因为 V 的秩为1,故 


§8 对合（特征数= 2) 
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所以 



定理证毕. 

定理6 设 n = 5 或 n = 4 而 /C / 朽 . SL „(/ f ) 中1对合之对⑷在 SL n ( K ) 


中的中心化子永不与2对合之对 



'IW /W N 


(6) 

J(2) 

和 J(2> J(2) 


/(n - 4 V 



在 SL n ( K ) 中的中心化子同构. 

【证】⑷和⑹的中心化子分别记作和3 2 .则3:由形如 


、 A("- 2 > 

的元素组成,其中 < p ( a) 2 detA = 1;而3 2 由形如 
f B ⑶ 


的元素组成，其中 （det S ) 2 • det C = 


B( 2 > 

c<"- 4) J 

1. 区别以下两种情形. 
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( i)n = 5. 以31 和艽表 3 i 和3 2 中对合所生成的子群，则31由形如 


的元素组成，其中>1 e SL 3 ( K )-, 而 3 J 由形如 

(\ 


的元素组成,其中 B e sl 2 ( K ). 于是 

3： ^ 5^3(^), 3； ^ SL 2 ( K ). 


可是 SL 3 ( K ) 中与一个1对合交换的1对合的全体组成一个不可换集，而 SL 2 { K ) 
中与一个1对合交换的1对合的全体组成一个可换集，因此 SL a ( K )^ 弘 2 (冗).因 
之， 3 i 芦 32- 

( ii)n = 4. 这时 3 i 由形如 


⑺ 



的元素组成，其中 < p ( a) 2 detA = 1;而3 2 由形如 


(〜 )） 

的元素组成，其中 （det B ) 2 = 1 .如尺 为域，这时由 （det S ) 2 = 1推出 det B = 1; 
于是，如 K 卢 F 2 , 则3:中形如 （7) 的元素而 a = 1者组成的一个真非中心正 
规子群，但是3 2 ¥ SL 2 ( K ) 没有真非中心正规子群，因之3: _ 32. 

如 K 不是域，设 3 i 和32同构，则 3 i 的换位子群3;和32的换位子群％同 
构.同上可证有真非中心正规子群而艽没有，因之笋 32. 

定理 7 设 n 彡4,5心(尺）的自同构必将1对合映到1对合. 

【证】如6,本定理是定理4的直接推论，以下设 n = 4或 5. 

如 n = 4 ,而 A " 只有二元,计算一下，1对合及2对合在 SL 4 ( K ) 中的中心化 
子之阶即可证明1对合不可能映到2对合. 


§9 和 PGL„(A~) 的自同构（特征数 =2) 
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设 71 = 5或 n = 4 而 A ： 衿尸 2 •假定 SL n ( K ) 中有1对合映到了 2对合，不妨 


假定 


/(2) /(2) 
/( 2 ) 


考虑映到2对合 


/(2) 

/( 2 ) /( 2 ) 


的1对合，依定理5可设 


这与定理6相抵触. 


( 1 ) 


( /⑺ \ 

1 1 

- 

/(*) /(*) 

1 ) 


k /<"- 4 ) ) 


§9 SL n (K), GL n (Kl 尸 SX „(/0 和 PGL n {K) 的自同构 
(特征数= 2) 

定理1设《彡2,而 K 的特征数= 2,则的自同构必为形状 

(1) A -* PA a P ~ 1 , 

其中 <7为 AT 之自同构， P 为 可逆； 或 

(2) / I - 尸 WP - 1 ， 

其中 r 为 A ： 之反自同构. 

【证】当 n = 2时，已知定理成立.今对 n 施行归纳法. 

先研究 n = 3的情形. 设 〆 为 SL 3 ( K ) 的自同构，令 

Tjj - = / + Eij (* ^ i ; 1 < i,j < 3). 

依定理 8.5, 不妨设 

■^(^ 12 ) = ^12. •8^(7'21) = 7'21. 


由于 


5 i 2 = 


0 1 
1 0 


T12T21T12 , 
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§9 和 PGL n ( K ) 的自同构（特征数= 2) 

之后（注意，这个自同构不变 T 12 ,T 21 ), 还可以假定 


?23 = S\2T\3Sx2^ 


考査 r 31 在〆之下的像.像前面一样，由 


及 （5 12 r 31 ) 2 为对合推出 


T21T31 = T31T21 , r *! = 


^(, t 3 i ) = ( 0 1 7 I. 


其中办= 0. 再由; r 31 与: r 13 不可换且 (T 3 ,r 13 ) 3 = /推出 


在〆之下的像.由 r 12 (~ 与 t 12 , t 13 , t 32 交换及 t 12 ( a ) 2 = /推出 


推出 


■6^(523) =沒23, 
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于是由 

Tl3(A) = 523Tl2(A)S23 

及 

723(A) = 5l2ll3(A)5l2 

推出 

^(Ti 3 (A)) = T 13 (A-), 

^(T 23 (A)) = T 23 (A ff ). 

最后由 

Ti 2 (A)T 12 (M)=r 12 (A + /x) 

推出 

(A + n) a = X° + fii a . 

再由 

r 12 (A)T 23 (/i)Ti 2 (A)T 23 (/i) = T 13 (AAi) 

推出 

(W = 

因此 a 为 A ： 之自同构. 

因为 5L 3 ( 凡）由 T 12 (A),T,3,T 2 i,r 2 3,r3i,r 3 2 生成，故这时本定理成立. 

( ii)M = 0. 

使 〆 承受自同构 



之后（注意这个自同构不变 r 12 , r 21 ), 还可以假定 
^(T 13 ) = T 32 . 

再使 w 承受自同构 



^ (T 12 ) = T 21 , si (T 2 i) = T 12 , 
■<^(Ti 3 ) = T 31 , J^(Si 2 ) = Si 2 . 



§9 gL„(K~),GLn(in,PSLn(K) 和 PGL„(K) 的自同构（特征数= 2) 


考査 r 31 在 W 之下的像.像情形 （0 一样，由 

T 2 iT 31 = T 31 T 21 , Tl=I, (r 3 ,Ti 3 ) 3 = I 
及 (5i 2 r 3 ,) 2 为对合推出 

^{Tai) — Ti3, 

于是也有 

= Tm, 

考査 r 12 (A) 在 w 之下 的像由 r 12 (A) 与 t 12 , Ti 3 , t 32 交换推出 
^(TuW) = T 2 ,(A t ). 

由 

ria(A)r, 2 (/i)=Tia(A + M) 

推出 

(X + H) T = X T +H r . 

再由灸3 = T23T32T23 推出 

W(523) = 5m- 

于是由 T 1S (A) = 5 23 r 12 (A)523,T23(A) = 5i2r 13 (A)5,2 推出 

•^cr 13 (A)) = r 31 (A T ), 

^(T23(A)) = T 32 (X r ). 


再由 

tmtmtmtm = T 13 (A/x) 

推出 

(A/i) T = M T A T , 

因此 t 为 A： 之反自同构.故这时本定理也成立. 

以下研究 n> 4 的情形.设〆为(尺）的自同构.和 r» = 3的情形一样，不 

妨设 


= T\ 2 , J^{T 2 l) = T 21 . 


考査 SL n (K) 中与 r 12 及 r 21 交换的对合所生成的群尸,它们由一切形如 
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的元素组成,其中& e 5 l „_ 2 ( a ：). 易见=厂因此 〆 诱导出弘„_ 2 (咒）的 
一个自同构 M : 



依归纳法假设， 

(*) ^ 1 (X l ) = PiX^Pi\ 

其中 a 为欠 之自同构， A 为 （n - 2) x (n - 2) 可逆 矩阵; 或 

(**) = p^xiT'pr 1 , 

其中 T 为 A ： 之反自同构.如 （*) 发生，使 W 承受自同构 



如（**)发生，使 〆 承受自同构 


X — 



可设 



0 

Xi 


对一切 A e SL n . 2 ( K ). 

先研究 n = 4的情形.考査： r 23 在冰之下的像.由 


T21T23 = T23T21, T23T43 = T43T23 


推出 



由于 ( Si2T 23 ) 2 为对合，故 (^( S 12 )^( T 23 )) 2 亦然，我们有 


•^(<Sl2XT23) 




§9 和 PGL n ( K ) 的自同构（特征数 =2) 


由 
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/ a 1 /3 0 > 


^ a 2 + 1 a a0 + 0 0 、 

10 0 0 


a 1 /? 0 

0 0 10 


0 0 10 

< 7 0 1 > 


V 7« + 7 7 J0 1 / 


为对合推出 a 2 + 1 = 1，故 a = 0. 同理，由 （ S M ： T 23 ) 2 为对合推出 <5 = 0. 因之 


渾 23 )= 


再由(5 12 5 34 723) 2 为对合，推出 (5 i 2 534^( ra 3)) 2 为对合.注意 



(° 

SnS 34 ^ ( T23 ) = 



0 

0 

0 


0 0 
0 0 
0 1 
1 0 


于是由 


' 0 1 " > 

2 

< 1 + 々7 0 0 P 

10 0 0 


0 1/30 

7 0 0 1 


0 7 y 0 +l 0 

^ 0 0 1 0 y 


^ 7 0 0 1 ； 


为对合推出7/3 + 1 = 1.所以7/3 = 0. 分别研究/3 = 0及7 = 0这两种情形. 
1。 7 = 0. 这时 

/ 1 

^(^23) = 1 j 

1 / 

根据同样方法，再根据 ( T 23 T 32 ) 3 = J 推出 
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使 〆 承受自同构 



( r 1 ) 


(^ \ 

X -* 

r 1 

i 

X 

p - 1 

1 


l 1 ) 


l 1 / 


(注意，此自同构不变 7\ 2 ， r 21 及 r 中元素）之后，可设 


•8^(723) = ^23, •fi^(7'32)=7'32. 

因 5 L 4 (/ T ) 由 T 12 , T 21 ) T 2 3, T 32, r 生成,故这时定理成立. 
2° 0 = 0 . 这时 

\ 


^( 723 ) = 

根据同样方法，再根据 ( T 23 T 3 2) 3 = I 推出 

^( T 32 ) = 

使 W 承受自同构 


(注意此自同构不变 r 12 , r 21 及 r 中元素）之后，可设 


再使 w 承受自同构 


^ (223) = ?41 , = 7i4- 



^( Tl 2 ) = T 21 , ^( r 21 ) = Ti2 , 

^(T 23 ) = T 32i £/(T 32 ) = Tas, 

^(Ts4(A)) = T 43 (A), ^(r 43 (A)) = r M (A). 



■®^(5 l 2)= Sl 2，-8^(523) = S23 , 
• C ^(534) = 534. 

S23T34(\)S23 = 724(A), 
534l24(A)534 = 723(A), 

•^CTm(a)) = r 42 ( 入)， 

^( 723 (A)) = r 32 (A). 
r 2 3 (A)T 34 (/i)T 23 (A)r 3 4 (^) = 72 4 (A/x) 


= T 42 (Am)= T 32 (A)r 43 (/i)T 32 (A)T 43 ( M ) = T 42 (/iA). 


对一切 A ，/ xeA ■，即 K 是域.那么使 W 承受自同构 


之后，有 

^{ Tu ) = T12 , = Tai , 

(T 23 ) = T 23 , 〆 (T 32 ) = T 32 , 

^(T34(A)) = T34(A), ^(r43(A)) = T43(A), 

对一切 a e it: •因 sl 4 ( 欠）由 T 12l r 21 ,r 2 3,T 32 ,T34(A),r43(A)(A e K ) 所生成，故这 
时定理也成立. 


§9 和 PGL n ( K ) 的自同构（特征数= 2) _ -223- 
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最后研究 n > 5的情形.考査在 〆 之下的像.因 r 23 与7；^(4 < i,j < 
n )， r 21 ， T 43 相交换，故 

^ 1 0 0 ' 

., T s A 1 M 0 

^ (Tm)= 0 0 1 

、 0 I , 

仿 n = 3 的情形，可证 A = 0. 因此 




同理可证 


^(T 32 ) = 

因 ( T 23 T 33 ) 3 = /,故 v = / i - 1 •使 w 承受自同构 




(注意此自同构不变 r 12 , r 21 及 r 中每个元素）之后，可设 


〆(? 23 ) = T23, si (T32) = T32 - 

因紅„(尺）由 r , r 2 3, r 3 2 l T 12 , r 21 生成，故这时定理也成立. 

至此定理完全证毕. 

由上定理立刻推出 

定理2设 n > 2,而 K 的特征数为2,则 GL „( K ) 的自同构必为形状 
(3) A -* xi ^ PA ^ P - 1 , 

其中 ( T 为 A •之自同构， P 为可逆矩阵， x 为从 GL „( AT ) 到 A " 之中心之中的同态映 
射且满足条 件：从 x ( C /) = C -1 及 C € 可得出 C = 1; 或为形状 
⑷ >1 — 

其中 r 为 A ： 之反自同构. 



§9 5 L „( K ), GL „( A ~), PSL „( A ~) 和 PGL n ( K ) 的自同构（特征数= 2 ) 
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为了确定尸 SL „(/ Q 和 PGL n (K) 的自同构，需要刻画出1对合来.现在因 A " 
之特征数为2,这是很容易办到的. 

设 >1 和 B 为具有同样数量 7 的两个互相交换的对合，而 7 不是欠中中心元 
素的平方，则 

(AB) 2 = A 2 B 2 =千 1' 

故决不与4和 S 共辆，因此在/>5£„(欠）或 PGL n (K) 的自同构之下，对合 
集 A 不变,因之可得 

定理 3 设 n > 2, 尺之特征数为 2, 则 PSL„(A")( 或 PGi„(A：)) 的自同构必 
为形状 

(5) A-*PA a p-\ 

其中 a 为 A " 之自同构， P 为可逆 矩阵； 或 

(6) 

其中 t 为 A •之反自同构. 



第七章 H - 矩阵及酉群 

§1自反矩阵及 i /- 矩阵 

设 if 为体,其特征数任意.假定 A " 有一个反自 同构： 


我们先留意，如果 A 为 A :上 mxn 矩阵，而 B 是 A ： 上 n x 1矩阵，一般说来 
(AB)' ^ B'A', 

但是，我们永远有 

(1) AB 7 = b " a !. 

其次,设>1是上 n x r » 矩阵; 如果>1可逆，一般说来，，和 J 都不一定 可逆; 例 
如设 K 是实四元数体, o -»5 是通常的共轭，取 

-(；：)• 

则 



都不可逆.但是如果 a 可逆，： T 也一定可逆，而且 

( 2 ) (^)- 1 = ( a ^ y - 

实际上，依 （1), 我们有 

~x = r = I. 

设 >1 和 S 是 if 上两个 nxn 矩阵. A 和 S 称为对于反自同构 a — 5 而言合 
同或简称合同，如果有 一个尺 上的可逆矩阵 P 存在，使得 

(3) A = PBP. 

显然，合同是一个等价关系，而合同的矩阵有相同的秩. 

设>1是 A ： 上的一个 nxn 矩阵.我们说两个 n 维行向量 z 和 j /对于4是正 
交的,如果 


xAf = 0. 



§1 自反矩阵及矩阵 
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称为自反矩阵，如果对于任意 n 维行向量 a : 和 y ， 从 a ： 和！/对于4正交都可以推 
出 2 /和 re 对于 X 也正交，即从= 0推出 yAx 1 = 0. 我们来证明与自反矩阵合 
同的矩阵亦自反.设4和 B 皆 A ■上 nxri 矩阵,而且合同，即设⑻式成立.假设 
B 是自反矩阵.设 a : 和 2 /是 n 维行向量而具有性质 xAy' = 0,于是 xPBpy' = 0, 
即 (xP)B(yPY = 0.因5自反，故= 0,于是 yAx 1 = yPBPx' = 0.因 
此>1亦自反. 

以下我们将局限于讨论自反矩阵.首先我们证明 

定理1 设 A 为 K 上 nxn 自反矩阵，其秩为 r , 那么一定存在着 K 上一个 
nxn 可逆矩阵 P , 使得 


PAP 


: 0 、 

I 0 o (n_r) 


其中为 A ： 上 r x r 可逆自反矩阵. 

【证】因4之秩为7•，故有 A •上 n x n 可逆矩阵 P 存在，使得 


B (r - n) 

Q(n-r,n) 


于是 


令 


paP = ^ 


4 r ，" _r> ) 

0 < n-r > ) 


c » = (0,••• ,0, 1,0 - ■ • ,0) (1 < i < n ). 


那么 e r+1 ，…， e „ 与一切向量对于？4芦都正交.因>1自反,■^芦亦自反，故任一 
向量都与 e r + i , ••- , e n 对于 PAP 正交，特别， q ，…， e r 与 e r + i , …， e „ 对于 PAP 
正交，由此推出 A 2 = 0. 

从定理1我们知道，要研究自反矩阵在合同下不变的性质，可以局限于研究可 
逆自反矩阵在合同下不变的性质. 

现在设 /I 是 K 上 ri x «可逆自反矩阵，而 n > 1.则 xAj/ = 0当且仅当 
yAx： = 0对任意 n 维行向量 a : 和 y . 因之 xAy 1 = 0当且仅当 xA'y 1 = 0. 故当 
x 固定时，将巧，… ，|7 n 看作未定元， xAy 1 = 0和 x~Xy^ = 0有相同的解.因之有 
m x e K 存在，使 

xA = m x x^. 


设 A 和 a : 2 在 A ： 上线性无关，则 


+ ®2)- i 4 = m Xl +x2 ^ 
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= x\A + nA = m Xl xj X 7 + m Xj X 2 A . 

又因为心和叼在 K 上线性无关， G 和$在 K 上也线性无关,于是从上式推出 

+xa = f^xi ~ m xj- 

由此推出 

(4) xA = moxA^, 

其中 m 0 是尺中与 i 无关的非零 元素; #» J , A = mo 才•由⑷式推知 

(5) ~xX = A ^ rfio - 
于是，由⑷和⑻式有 

xAy 1 = mox~X^ = moxyA 1 

= moxA^rflo = mo(xAy')mo. 

因对任意 n 维行向量 z 和3/上式都成立，而 K 中任一元素皆可表成形状 i / ll ?', 故 
a = mo a mg, W — WJa e K. 


特别，当 a = l 时有 

moffio = 1 - 


分别研究以下两种 情形： 

( i)o = - moS , 对一切 a £ K . 令 a = 1, 就有爪0 = -1; 因此 a = o , 这就是说 
A •是域,《 — 5是 K 的单位自同构，而>1具有性质 

A ! = - A , 


这时>1称为斜对称矩阵. 

( ii ) if 中有 _ 个元素 a / 0具有性质 a # - moa . 令 g = a + mo 5, 则 q ^ 0, 
而 moq = mo (5 + a mo ) = moa + mo a , mo = a + moa = g •如果令 5 = ( qaq -1 ) 及 
B = g - M , 则 a - S 也是 K 的反自同构，而且 
⑹ a = a , 对一切 a €尺 

及 

(7) B ' = B . 

实际上， 


« = (9( 押 9 _1 )9 _1 ) =夺 _1 (9 叫 _1 )5 = 9 -1 f S f~'g 
= q~ x q m^ 1 amoq~ l q = moamo = a , 



§1 自反矩阵及矩阵 


而 

B ' = qBq - 1! = Aq ^ = = q~ l moX = q~ l A = B . 

我们把适合条件 （6) 的反自同构称为 K 的对合性反自同构，或简称为对合.我们还 
把适合条件 （7) 的矩阵 B 称为对于对合 a — 5而言的 Hamilton 矩阵，或简称为哈 
矩阵. 

最后，我们注意，如果阜和糸为 A " 上对于反自同构 a — 5的自反矩阵，而 
且烏和也对于反自同构 a — S 而言是合同的，则= q ~ 1 A l 和=厂 1 ^是 
K 上对于对合 a -5 的哈矩阵，而且丑！ 和执 对于对合 a -5 而言是合同的.实 

际上,如 >1! = pa 2 p \ 


= (q~ l Pq)B^pPq). 


因此，具反自同构的体 A ： 上可逆自反矩阵的研究化归为域上可逆斜对称矩阵 
的研究和体上可逆哈矩阵的研究. 

我们举出一些 Hamilton 矩阵的例子 • 

【例1】设 A •是域，而 a — S 是尺的单位自同构，即 S = a 对一切 aeif . 
这时, A ： 上的对于单位自同构的哈矩阵 H 适合条件 

H ' = H , 


我们把它称为对称矩阵.注意，当 X 的特征数为2时,对称矩阵与斜对称矩阵并无 
区别. 

【例2】设 K 为域而 a — 5 是 A ： 的一个 2 阶的自同构.这时 K 上哈矩阵 
H 称为 Hermite 矩阵. 

【例3】设 A " 为广义四元数体,而 a — 5为夂的共琉.这时上哈矩阵即 
是通常的哈矩阵. 

今设尺为体，而 a — 5 为 A ： 的一个对合.相应于 K 上哈矩阵，我们定义 K 
上一个 n x n 矩阵 if 为对于这个对合的斜 Hamilton 矩阵，或简称斜哈矩阵，如果 

it = - H . 

显然，域上的斜对称矩阵是斜哈矩阵的特殊例子.而当 K 的特征数为2 时，* •上 
的斜哈矩阵与哈矩阵并无区别.我们举出一些斜哈矩阵的例子. 

【例4】设是域，而 <* — 5 是尺的一个2阶自同构.这时允上斜哈矩阵 
称为斜 Hermite 矩阵. 

【例5】设 A ： 为广义四元数体，而 a — 3 为尺 的共耗.这时 K 上斜哈矩阵 
即是通常的斜哈矩阵. 
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仍设欠为体，而 a — S 为 if 的一个对合•尺中元素具有性质5= a 者称 
为 K 中对称元素，而 A ： 中元素 a 具有性质« = -« 者称为尺中斜对称元素 • $ 
K 的特征数为2时，对称元素与斜对称元素并无区别.显然 ， K 一定有非0对称元 
素，例如 A ： 的单位元素 1 即是.另一方面,如 a -* S 不是单位自同构,尺恒有斜对 
称元素.实际上,设 a e K, 而 5 / a, 于是 a - 5 就是 A ： 的一个非零斜对称元素.设 
H 是 A ： 上哈矩阵（或斜哈矩阵）而 a 是中非零对称元素（或斜对称元素)，则 
o-»a = a - l cia 仍是尺 的一个对合. 如令历=则 
H [= Hi , 如果 H 是哈矩阵，而£»是对称元素， 

或 H 是斜哈矩阵，而 a 是斜对称 元素； 

H [ = - H u 如果//是哈矩阵，而 a 是斜对称元素， 

或 H 是斜哈矩阵，而 a 是对称元素. 

因此，当 a — 5不是 K 的单位自同构时，哈矩阵的研究与斜哈矩阵的研究是一回 

事. 

现在我们引进迹式哈矩阵的概念.设是具对合 a — 5的体,欠上一个 nxn 
对于对合 a - a 的哈矩阵7/称为迹式哈矩阵，如果对任何 n 维向量 x , xHx ' 皆可 
表成形式 a + S , 而 a e A ：. 当 A " 的特征数/ 2时，哈矩阵皆迹式哈矩阵.实际上, 
如 H 为哈矩阵，而 a : 为任意 n 维向童，令 a = ，则 a = a , 因而 xHx 1 = a + o . 

如 A " 的特征数= 2,而 / C 的中心 Z 中的对称元素组成的子域 Z 0 / Z 时（这时对 
合称为第二类对合，而相反情形，对合则称为第一类对合)，哈矩阵也是迹式哈矩阵. 
实际上，这时存在着一个元素7 € Z , 而7 一 7,于是 a = 7 + 7# 0;如果 / i 是尺 
中任一对称元素,因 a € 我们有 «-*/* = orV , 因此 p = 7(«~ V ) + 7( a _1 A *) i 由 
此即可推出哈矩阵皆迹式.最后，如果 A ： 是特征数为2的域，而 a — 5是单位自 
同构，这时的确存在着非迹式的哈矩阵（对称矩阵)，例如 

㈢ 

即是.这时对称矩阵是迹式的，当且仅当 

(8) xHx 1 = 0,对一切 n 维行向量. 

我们把域 K 上适合条件 （8) 的斜对称矩阵称为交错矩阵.于是，特征数/ 2的 
域 K 上的斜对称矩阵都是交错矩阵，而特征数= 2的域欠上的斜对称矩阵是交 
错矩阵，当且仅当它是迹式的. 

最后，为了简便起见，我们把特征数/ 2的具对合 a — 5的体 A ： 上的斜哈矩 
阵及特征数任意的具对合 a — 5的体 K 上的迹式哈矩阵统称为对于对合 a — 5 
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的丑-矩阵.设 H 为对于对合 a -» 5 的矩阵，则 
Tt = pH, 

而 P = ±1, P 称为好的 标元. 在以下讨论中，除非另有声明，我们约定尺的对合 
a ^ a 是取定的.于是对于对合 a 5的丑-矩阵就简称为丑-矩阵 • 


§2开-矩阵在合同下的化简 


H= {pt H 2 ) 
iH - 矩阵，而历=可逆，则 


(/» = ± 1 ) 


⑴ (X 二 ) u:)(x 


0 

j(n-r> 


= f ^ o A 
V o Hi-ptH^L ) 

这个公式对于矩阵在合同下的化简非常有用. 

我们先从交错矩阵开始讨论.我们注意交错矩阵的对角线上元素皆零. 

定理1 设尺为域，而开为 if 上 nxn 交错矩阵.设 H 的秩为 r , 则 r •必 
为偶数，而 i / 必合同于 


( 2 ) 


【证】 用归纳法向 n 证之 •当 
n = 2,这时 

H=( ° hl2 

\ ~hi2 0 

如 ftl 2 = 0,本定理自然 成立； 否则 if 合同于 



时，// = (0〉，本定理自然成立.次设 
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因此本定理也成立.今设 n > 2,而定理对于 m < n 皆成立. 
设 



0 

hi2 

hi3 

… h ln \ 


~h\2 

0 

h.23 

… / l 2 n 


~hi3 

—/ l 23 

0 

… 0 


—Ain 

—/ l 2 n 

0 

… 0 / 


如 H = 0, 本定理自然成立.设 H / 0, 于是不妨设/ 0; 否则//必合同于一个 
矩阵,它的 （1， 2) 位置元素不为 0. 实际上，如 W 0, 而 i < j, 将 H 的第一列与 
第 i 列对调，然后再将第一行与第 i 行对调即得一与//合同的矩阵它的 ( l , j ) 
位置元素不为0;将的第二列与第）列对调，然后再将第二行与第行对调，即 
得一与 /f 合同的矩阵，它的 （1, 2) 位置元素不为 0 .令 



则可逆.依 （1) 式,//合同于以下形状的交错 矩阵: 



H 2 亦为交错矩阵. 于是 H 合同于 



依归纳法假设，// 2 合同于 


PH . 2 P '- 



("-2> 可逆 
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因此，丑合同于 



于是//的秩 r = + 1) 为偶数.本定理完全证毕. 

系理1 设为域, A ： 上两个 nxn 交错矩阵合同，当且仅当它们同秩. 
这样，交错矩阵的合同问题就完满地解决了 .（2) 即是秩为 r 的交错矩阵的标 
准形. 

系理2设为域， K 上交错矩阵的行列式一定是欠中的平方数. 

【证】设 H 为 A •上 nxn 交错矩阵.如 H 的秩 r < n , 则显然 detH = 0. 
如 if 的秩为 n ， 则依定理1， n 为偶数，而且有 nxn 可逆矩阵 P 存在，使 



于是 det/f = ( detP )- 2 . 无论在哪种情形， detH 都是平方数. 

当 detH 0,具体计算出 detH 是表达式，是一个有意思的问题. 
定理2 设 



是域 A ： 上 n = 2*/ 行的可逆交错矩阵，则可将 detA 表作 


detA = 【7⑷] ' 
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其中 


7⑷^ 



2 

*2 


in 


O-iihO'iau ''' a »n-i»n 


【证】我们对 P 用归纳法.当1/ = 1时定理显然成立.现在设 V > 1. 先假定 
012 # 0. 那么写 


( ^11 ^12 \ 
\ - ^12 A 22 ) 


其中先 1 =( 0 ^ 可逆，4 12 为2><(»»-2)矩阵，>1 22 为 （ n -2) x ( n _2) 

\ —012 0 J 

矩阵.于是由 


( / (2) 0)( ^12 \ ( /W 0丫 = (4„ 0 

\ ^ / \ ~^12 Mi ) \ I ) \ 0 A'^A^yA^ + >^22 

及归纳法假设,推知 


我们要证明 


令 


则 


于是 


«12 



deti4 = tti2[7Mi2^n li ^i2 + ^22)] 2 - 

7(-4) = a\2^(A\ 2 A^ + A 22 )- 

AljAfjMia + >422 = (fey)3«j<n. 
bij = 02iOf 2 1 aij - aiiafj 1 a2j + ay. 


a 127( J ^12 / ^n ^12 + 422) 




§2 矩阵在合同下的化简 


不难利用直接展开来验证 

E sgn ( ^ Jt-1 ) (a 2 i._,aii. -aii._,a 2 i,) 

/ . . 、 V l «-i *» l t-i *t / 

( ]t ~ l 3t ] €64 
\ *«-l *» *«-l it ) 

•(oai,_,an, - oii,_i - a 2 i,) = 0. 

对于 3 与 n 之间的 4 个不同的足码连续运用这个恒等式，我们得 


到 

Ol27( i 4l2 i ^U 1 ^12 + ^22) 



Y ] a *3U - ■ a 2i..,ar2 la ii. - - atn-iin 
a=4,6,... ,n 



现在研究 a 12 = 0 的情形.这时有一个足码 fc > 2存在，使 a lfc / 0.令 
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0 


P=\ -1 




V 


第2行 

第4行 


则 PAP ' 为一交错矩阵，其 （1, 2) 位置元素/ 0.写 


iMP 7 = ( bij ), 

则 

b ij = °ij (*'#2,*:; j^2,k), 
bn = a**, b ik = -aa (t / 2,k), 
f >2 k = 02 k - 

于是 

, . E „、 C ::: :) n - 

I “ *2 … in j € 6 " 

il«j. .< n -l«n 

_ 1 ( 1 2 … n 、 

= ^， l , ^ h — ij 01 " 1 0i -'~ =7W 

<2 . .. ^ j Ge " 

因之 

detA = det ( P / lP , ) = [^PAP 1 )) 2 = ( 7 ( yl )] 2 . 

由定理 2 可以推出 

定理 3 设山和先是域 K 上两个 n = 2 u 次的可逆交错 矩阵. 设 P 为 
n x 71可逆矩阵使 

PAxP 1 = A 2 , 


7( A 2 ) = (detP) 7 (X 1 ). 
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【证】令 

M = {aij),A 2 = {bij),P = (pij), 


则 



( detP ) 7 ( Aj ). 


系理设为域 K 上 n = 次的可逆交错矩阵.设/>为上矩阵，适合条件 

PAP 1 = A, 


则 


detP = 1. 
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§3丑-矩阵在合同下的化简 （续） 

如果 i /- 矩阵不是交错矩阵，合同问题并不像交错矩阵那样解决得好，然而我 
们总有 

定理1 设尺 为具对合 o -» a 的体，而孖为《■上 nxn / f - 矩阵，并假设孖 
不是交错矩阵.则孖一定和一个对角形开-矩阵合同. 

【证】当 n = 1时，定理显然成立.今用归纳法来证明本定理.分两种情形进 
行： 

⑴若孖 中有一对角线元素不等于0,不失普遍性，不妨假定 （1, 1) 位置上元 
素不等于0.于 §2(1) 中，取 r = 1. 由归纳法假设，可得定理. 

( ii)H 的对角线上元素都等于0.则 H 或者是零矩阵，或者有一非对角线的元 
素不等于零.对于前者显然定理 成立; 对于后者，可以假定其非0元素 a 在 （1, 2) 
位置处.于 （2.1 ) 中取 》• = 2 ,则 W 与 

//! = f 。 a ) 及 Hi - ptH^L 
\ pa 0 / 

的直和所成的方阵合同.因为 

( 1 A \ / 0 a \ ( \ X \ ( XpS + oA * \ 

( 1 八 pS 0八 1) = ( * * /' 

如可求得 A # 0,使 Ap 5 + aX 〆 0,即化归情形 （ i ). 于是定理成立.假定对所有 A , 
常有 

\pa + oA = 0. 

命 A = 1,即得 pa + o = 0. 于是对所有 A , 

A = a - l Aa . 

因为 A — 叉为 A " 的反自同构，而是 / C 的自同构，所以 得出仄 是一域, 
而 A X 是单位映射. 故当 K 不是域或 A — X 不是尺的单位映射时，定理成立. 
当 A ： 是域而 A — X 又是 K 的单位映射时，因》不是交错矩阵，故欠是特征数 
^2的域，而开是对称矩阵，即 p = 1;这时 Ap 5 + aX = 2 aA # 0对一切 A 〆 0,因 
此,这时定理也成立. 

利用定理1，我们可以解决特征数/ 2的代数封闭域上对称矩阵的合同问题. 
定理2 设 A ： 为特征数/ 2的代数封闭域.上 n x n 对称矩阵 S 必与以 
下形状的一个矩阵 合同： 
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而 r 为 S 的秩.因而， A ： 上两个 nxn 对称矩阵合同，当且仅当它们有相同的秩. 
【证】依定理1，有 A ■上 nxn 可逆矩阵 P 存在，使 


*1 

入 2 .. 0 





Q = 


a'^ 0 


其中 A〆 表 A , 在 /<■ 中任意一个平方根，则 

opsp'0'= r \ 1 


有趣的是定理1也解决了实四元数体上斜哈矩阵的合同问题. 

定理3 设 A ： 为实四元数体 , a -*5 为 A •中共箱 . A ■上斜哈矩阵// 
必与以下形状的一个矩阵 合同： 
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其中；= - i，P = -1，而 r 为//的秩.因而， A ： 上两个 nxn 斜哈矩阵合同，当且 
仅当它们有相同的秩. 

【证】依定理 1 ，有 A •上 n x n 可逆矩阵 P 存在，使 



A ^- Ai / O . 对于每个可以写\ .于是 

^(^) 0 =1, 

r (^jt) =0 ' 

因而有免 € AT , 使 = * U = 1，…， r ) •令 



则 qphP ^ 即为所求形状的矩阵. 

在§4,我们会看到对于欠上哈矩阵并无相应结果. 

现在设 A ： = &为 g 个元素的有限域，以表巧的乘法群，以 K 2 表 G 中 
平方元素组成的群.我们知道，尸为循环群，设 2 是它的一个生成元.如果 K 的 
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特征数= 2,则 i^ 2 = 如果尺的特征数/ 2,则 F 9 •: G 2 = 2. 现在先设 F 9 的 
特征数# 2,这时 2 而中任一非平方元素皆可表作 zy\y^ e F； 2 . 

定理4 设 S 为特征数/ 2的域&上的 n x n 可逆对称矩阵，则必合同于 
以下形状的一个 矩阵： 

( 1 


10 s) 

其中 s = 1或 2 . 因此,&上 n x n 可逆对称矩阵在合同下分成两类，一类的判别 
式属于&* 2 ,另一类的判别式属于 zF；\ 

【证】依定理1,有 F, 上 n x n 可逆矩阵存在，使 



将 ^1. •■- .An 重样后 ，可设 入1，…， A r € F fl * 2 , 而 A r+ 1,••• ,A„ i F' 2 . 
令 



先设 -1 则当 ：r 跑过巧时, 1 + x 2 跑过 F 9 •中个元素.因而有 ： r e % 
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使1 + a : 2 为 C 中非平方元素.设1 +1 2 =邛 2 ,则 ( ::: lx fr ) 可逆，而 

(y - 1 y - 1 y-^V'^t 1 °V 

V - y~ x x y- 1 ) 、 0 z 八 - y~ l x y- 1 ) \ 0 1 / 


再设 一 leF,* 2 , 令 一I:* 2 , 贝 IJ 


(2 z 2) _1 (2 xz ) _1 * 


可逆，而 


{ 2 XZ )- 1 (2i2) _1 x 




(2 iz ) _1 (2 x 2)-*: 


同样有 


、 (2x)-» (2®)- ; 




；-.)(： 0 ( 


(2x)-> (2x) 




合同.这样就证明了本定理. 


现在设 K 0 = F q ^ q 个元素的有限域，而 A： = 为尽的一个二次扩张域. 
设 a-»5 是 AT 的自同构 a-*a = a <l . 于是我们有 

定理5 A： 上 n x n 可逆 Hermite 矩阵皆与单位矩阵合同. 

【证】设 H 为 K ■上 nxn 可逆 Hermite 矩阵.依定理1,有 K 上 nxri 可 
逆矩阵 P, 使 

卜 0 A 

PHP = , 


又=\会 0 (i = 1,…， n). 于是 A* € •.如果 F 9 的特征数为2,则每个 A , 都是& 
中平方元素.令 



则 QPHP'Q' = I. 如^的特征数卢2,我们先证明对于每个 A € F ;， 都有一个 
^ e F *, ，使邱= A. 实际上,设 /i e %，则卩 — 邱是从％到 i7 之中的一个同态 
映射，问题是要证明,它是映上的.如/1只=1，则 ^ +1 = 1,于是这个同态的核是 

的一个 q + 1 阶的子群，因而这个同态的像是 i7 的 = 9-1 阶的子群，因而 
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是 F ,* 本身，所以这个同态是映上的.现在令内€ 而/ X 而== 1,2, •• - , n ), 

令 



则 QxPH ^^ = I . 

定理6 如 fc 是尺= F 9 * 2 中一个斜对称元素，则 A ■上 n x n 可逆斜 Hermite 
矩阵皆与 ifcJ 合同. 

【证】如//为 A ■上斜 Hermite 矩阵，则 k — H 为 Hermite 矩阵.于是有尺 
上 n x n 可逆矩阵使 Pk ^ H'P = /,因之 PHP = kl . 

定理1可作如下的推广，这个推广以后经常被采用. 

定理7 设 A ： 是具对合 a - a 的体,而//是 AT 上 nxrx 哈矩阵或斜哈矩阵. 
(如的特征数=2, H 不一定是迹式的 .） 但假设 if 不是交错矩阵，则 H —定和 
一个对角形矩阵合同. 

【证】 如果 ff 是迹式的，根据定理1, // 一定和一个对角形矩阵合同. 
检査- 下定理1的证明，就会发现,这个证明对于特征数=2的体上的非迹式 
哈矩阵开也能适用，只要 i / 不是特征数= 2的域上的对称矩阵. 

我们只需要研究 H 是特征数= 2的域 A ： 上的对称矩阵的情形.根据假设 ， H 
不是交错矩阵，故好有非0对角线元素，不妨设的 （1, 1) 位置元素# 0. 于是 
在§2⑴中取 r = 1,就有//合同于 

(o' A)' 

其中 i /, 为 （n - 1) x (n - 1) 对称阵.如仍有非0对角元素，重复上面讨论 ， H 
就合同于 



其中 H r 为 [ n - r)x ( n - r ) 对称阵,而其对角线元素皆0,因此,依定理 2.1, H r 合 
同于 
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于 & H 合同于 



与对角矩阵合同，即可知 H 与对角矩阵合同.实际上, 



因此定理7成立. 



§4 H - 矩阵在合同下的化简（续) - Witt 定理 

为了更进一步讨论 H - 矩阵的合同，我们将证明 
定理 1 (Witt 定理）设可逆 if - 矩阵 

( H 0 \ ( H 0 \ 

V 0 / V 0 H 2 ) 

合同，则坧和执合同. 
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【证】如所讨论的矩阵是交错矩阵，那么本定理是§2定理1,系理1的 
直接推论.因此，只需要讨论丑-矩阵不是交错矩阵的情形，这时不妨假设我们讨论 
的丑-矩阵为迹式哈 矩阵依 §3定理1，我们更可设丑是对角形矩阵.用归纳法 
向 H 的级数，可将定理化归为以下特例的证 明：从 



(/» € K, h = ph, h ^0) 


合同推出丑 i 和 H 2 合同. 

(a n\( h 0 \ ( a v \ = ( h 0 \ 

\ i/ D )\0 ffi / V u 7 ^ / V 0 ^2 ) ' 

aha + uH\v! = h, 
ahv + v.UiL> = 0, 
v'hS + DH\Ht = 0, 
v'hv + DH\Si = Ht- 

( t/Au + D ^ ir/Xu + D )' 

=^(XhX — XahciX — Xah — haX — h)v + Hz- 

如 a/1, 令 A = (l_ a) -1 , 则 

\h\ — XahSX — Xah — hSX — h 
=(1 - a)~ l [h -aha- ah{l -3)-(1- o)ha](l - o) -1 - h 
=(1 — a) -1 [/i — ah — ha + a/ia](l — a) -1 — h = 0, 


则 


设 A e A ■，则 


于是 ， _ , 

(t/(l - o) -1 U + I?)Hl(t/(l - o) -1 U+ D)' = H2- 

如 a = 1, 因所讨论的是迹式哈矩阵， 可写 h = h .+ h ,, 而 h e 这时令 

A = - W 1 , 则 

XhX — XdhxiX Xah — /icA 一 h 
= \h\- \h\ -Xh-hX-h 
=h\h~ 1 h + hh~ l hi — h 
=hi + hi — h = 0, 

于是 

(-v'hih^u + D) 乐 (-tZ/nA-h + i?)' = H 2 . 
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无论在哪种情形都有丑:.和迅合同. 

利用 Witt 定理，我们可以解决实数域上对称矩阵的合同问题及复数域上 Her - 
raite 矩阵的合同问题. 

定理2 设 S 为实系数 nxn 对称矩阵，则 S 合同于 ny . n 矩阵 



其中 p + g = r 是 S 的秩.更进一步, p , g 由 S 唯一确定，我们把 p - <?称为 S 的符 
号差. 

【证】依定理 3.1 有实系数 n x n 可逆矩阵 P 存在，使 


不妨设 Ai ,--- ,Ap > 0,而 Ap + i , - , A r < 0•令 






则 QPSP ' Q ' 即为所求形状的矩阵. 
其次，设 



§4 H - 矩阵在合同下的化简（续)—— Witt 定理 
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因之 
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合同.如 p > p ', 则依 Witt 定理， 



合同，即有 <?' x 可逆矩阵 L 使 



以 h 山 2,…， 表 t 的第一行中诸元素，比较上式 （1, 1) 位置元素得 

1 = _ ("l + l l2 + '" + l lq')- 

因 fu ，. ••山 g , 皆实数,此为不 可能. 同样可证 P < p ' 亦不 可能. 因此 
同理可证 

定理3 设丑为复系数的 nxn Hermite 矩阵，则//合同于 nxn 矩阵 




\ 


0 


0 



其中 p + g = 7 ■是的秩.更进一步， p, g 由//唯一 确定； 我们把 p - 9 称为 i/ 的 
符号差. 
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由定理 3 立刻推出 

定理 4 设 if 为复系数的 n x n 斜 Hermite 矩阵.则 H 合同于 nxn 矩阵 
( i \ 

久 ° 

—k - ， 

0 

V 

其中 P + <7 = r 是 H 的秩.更进一步 p, 9 由丑唯一 确定； 我们把 p - 9 称 为孖的 
符号差. 

像定理2 —样可证 

定理 5 设 H 是实四元数体上的 nxn Hamilton 矩阵，则孖合同于 n x n 矩 
阵 

[>,， 。） 


其中 p + 9 = r ■是 H 的秩.更进一步， p, <7由 if 唯一确定，我们把 p-g 称为 H 的 
符号差. 

与定理 3.3 相比较，可见实四元数体上 Hamilton 与斜 Hamilton 矩阵的理论很 
不一样. 


§5迷向子空间 


除非另有声明，以下我们永远假定在我们所讨论的有对合的体欠中选定了一 
个对合 a ^ a , 而且选定了 if 上的一个对这个对合而言的 n x n 可逆孖-矩阵 i/. 
定义1设 P 是一个 rxn 矩阵，其 r 行线性无关.由 P 的 r 行生成的子空 
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间为简单起见仍以 P 表之.我们按照 


phP 

是可逆，不可逆或零矩阵分别称 P 为非迷向，迷向或全迷向子空间. 

显然，一维迷向子空间一定是全迷向的，我们称之为迷向线，它里面任意一个 
非零向量称为迷向向量.如 H 为交错矩阵,则任一向量皆迷向. 

定理1 任一迷向子空间中必含有迷向线. 

【证】 设 P 是 r x n 矩阵，而 PHP 是不可逆的.则存在一个 r 维非零向量 
rc , 使 xPHP = 0,因之 

xPHPV = 0, 

这 表明: cP 是含在迷向子空间 P 中的迷向线. 

定义2 设 P 为一子 空间，一切适合条件 

PH^ = Q 

的 n 维向童: c 组成一个向童子空间,称为 P 的共轭子空间，以•表之.如 P 是 r 
维的，易见•是 n - r 维的. 

定理2 子空间 P 是迷向子空间，当且仅当 Pn 尸*#0,而 P 是全迷向子空 
间，当且仅当 

【证】 ⑴设 Z 3 是 r 维迷向子空间，则 i/i = PHP 是不可逆的.即有一 
r 维向量 a : / 0,使 Hrx 1 = 0.故 PH ' Px ' = 0,即 zP € P *. 显然 rcP e 故 
xPePnp -. 反之，若 PnP */0, 则有一 n 维非零向量 yePnP *. 由 yeF ' 
可得 PHy ' = 0.因 y € />，有 》• 维向量 _ c 使 y = zR 于是 PHf = P / f 戶 V = 0,即 
PHP ' 不是可逆的. 

( ii ) 定理之第二部分乃显而易见.因为 PHP ， = 0 的必要且充分条件是尸 Q 
定理3若/>是非迷向子空间，则也是非迷向的，而且 ( P *)' = P . 

【证】 若 PH ' P 可逆，而 P ^ HW 非可逆，则 


UH;.H p r 二） 

是不可逆的.因开是可逆的，故 Pn 尸 • # o . 由定理2,此与 P 的非迷向性相矛盾. 

定理3 H 的极大全迷向子空间是一全迷向子空间，它不再包在更大的全迷 
向子空间内. 

由此定义立刻推出， i ? 的任一全迷向子空间一定包含在一个极大全迷向子空 
间之内. 
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定理 4 —丑-矩阵 W 若无迷向线，则称为定号的，即由 
xHx 1 = 0 


推出 z = 0. 不然称为不定号的. 

显然定号矩阵是可逆的，且定号性质经合同关系而仍然保留. 

我们举出下面这些例子来. 

【例 1 】设 K 为域， H 为可逆交错矩阵.这时,每一个向量都是迷向向量，因 
此交错矩阵不可能定号. 

【例 2 】设 K 为代数封闭域，其特征数 #2， H 为 K 上 nxn 可逆对称矩 
阵,则当 n > 1时,开不可能定号.实际上,可设 

' 1 0 N 

1 

H = 

、0 1 

令 i 为 -1 在 K 中的一个根，则 ,0) 就是一个迷向向量. 

【例3】设 H 为实数域上的 nxn 可逆对称矩阵或复数域上的 nxn 可逆 
Hermite 矩阵，则 i / 是定号的，当且仅当它的符号差为 ± n . 

【例 4 】在以实数域为基域的四元数体上,任一可逆斜哈矩阵都不是定号的. 
实际上，依定理 3.3, 任一可逆 2 x 2 斜哈矩阵皆合同于 

㈡ . 

因 * /与有相同的范与迹，故有四元数 9 使 
QJQ = -3- 


则 (9,1) 就是一条迷向线. 

【例 5 】若基域是有理数域，四元数体的斜哈矩阵不一定常是非定号.例如 

(i+j 0 \ 

V 0 i+j+k ) 

是一斜哈方阵,但此乃定号的.其理 由是： 若有一四元数 9 ,使 


9{i + j)q=-(i+j + k), 



-252. 


第七章 H - 矩阵及酉群 


则得出 

2N ⑷ 2 = 3, 

而 g 非有理数的平方. 

【例6】设 A： = f,, 而 A" 的特征数# 2,则 F, 上2 x 2 对称矩阵 



是定号的，当且仅当-1在 f； 2 , 而2 x 2对称矩阵 



是定号的，当且仅当 -1 € 实际上，如 （a，b) 是&的一个迷向向貴，则 a 2 + b 2 = 

0. 由此 推出一 1 e f 9 * 2 . 反之，如一1 = y 2 e G 2 , 则 （l,y) 是的的一个迷向向 S. 
其次，如 （c,d) 是为的一个迷向向量，则 c? + cPz= 0 , 由此推出一 * e G 2 , 因之 
-1 i F； 2 . 反之,如 -1 < F,* 2 , 则 e G 2 , 写一之=I/ 2 ,则 （1/, 1) 就是氏的一 个 
迷向向量. 

【例7】 设尺 0 = F,， 而 K = K>,i< •有二阶自同构 a—5 = a«. K ±2x2 
Hermite 矩阵皆不定号.实际上,只要证 

(“） 

不定号即可.依定理 3.5 的证明，有 K , 使仲= -1, 即 (1,/ i ) 就是一条迷向线. 

定理4 若可逆 //- 矩阵开有 一 1/维极大全迷向子空间，则开合同于如下 
形状的 矩阵： 

( 0 1 ^ 0 \ 
pI M 0 0 

0 0 ^Cn-2*") J 

此处 d 是一定号对角形矩阵.因之,极大全迷向子空间的维数 P 满足2«/彡 71. 

【证】令 P 为开的 t / 维极大全迷向子空间.有 一 （n - i /) x n 矩阵 Q 存在， 

使 ( ^ ) 可逆.于是 
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此处 L = PH 石 之秩是《/,而 ifi = QH 女 仍为矩阵.故有二可逆矩阵4 = 
A^ U \B = B ( n - V ) 使 ALB = ( J » Oh "- 21 ^， 于是 


( A ° \ 

( 0 L \ 

( A 0 \ 

U B 1 ) 

\pL^ Hx ) 

\0 B 1 )- 

\ 


其中 H 2 ， H 3 皆 if - 矩阵.可以设 


H a = 


hu + ph\\ h\2 
ph\2 ^22 + p/»22 


h\ v 

/l2iz 


ph\ v . h vv + ph vv 

当 H 是斜哈矩阵时，这是显然的，当 W 是哈矩阵时，这是根据 H 的迹性.命 


h \2 

0 / l 22 


h\ v 

hiv 


Hi = T, + P r 2 . 



由定理 3.1 可知有一可逆方阵 fl (n - 2 ' 使 RH 3 ^ = A 是一对角形方阵.因此我们 
有 


0 0 


最后还需要证明 d 是定号的.如4不是定号的，则有 （n - 
xAx 1 = 0. 于是 

( /(^) 0卜） O ^，" -2 *") 、 

0 0 x ) 





254 - 


第七章 H - 矩阵及酉群 


就是 



的一个全迷向子空间，因之 



就是 i / 的一个全迷向子空间，它的维数是〃+ 1,而它包有 P , 这与 P 是极大全迷 
向子空间相抵触. 

定理 5 的所有极大全迷向子空间的维数相同. 

【证】假定 i/ 有两个极大全迷向子空间，其维数各为 M 及巧，由定理 4, 丑 
合同于 


( 0 

/(的） 

0 ' 

( 0 


0 \ 

PI M 

0 

0 

及 pj ⑹ 

0 

0 

1 0 

0 


0 

0 

△2 ) 


假定 A > «/2.则由 Witt 定理，可知4 2 与 

( 0 /… H) 0 \ 

0 0 

0 0 ▲ J 

合同.因为山是定号的，所以 1/1 — ^2 = 0. 因此 I/i = 

定义 5 —可逆矩阵//的极大全迷向子空间的维数称为此方阵的指数. 
定理 6 两个可逆 H - 矩阵合同的必要且充分条 件是： 它们的指数相同，而且 
它们的定号部分合同. 

基于定理4和定理5,再根据以前的讨论，我们有以下诸 结果： 

I •设 K 为域 , K ± nxn 可逆交错矩阵 H 的指数$(因孖可逆， 故 n — 
定是偶数)，而 H —定合同于 

( 0 /\ 

、-/…）0 y 


II .设 K 为特征数# 2的代数封闭域，则 A •上 n x n 可逆对称矩阵的指数 



§5 迷向子空间 


. 255 . 


»/= 而 if 一定合同于 



依 n 为偶数或奇数而定. 

III .设 K 为实数域（或复数域，实四元数体)，则上 n x n 可逆对称矩阵（或 
Hermite 矩阵，哈矩阵) H 的指数 w = min ( p，n - p ), 而丑一定合同于 


( 0 

jM 

0 \ 


( 0 


0 \ 


0 

0 

或 

/(•0 

0 

0 

V 0 

0 

j ( n -2 u ) J 


1 0 

0 

_ j ( n -2 f ) I 

依 p>n - ？或？< 

n — 

V 而定. 






IV •设 A ： 为实四元数体，则 A ■上 nxn 斜哈矩阵//的指数《/= 而 // — 
定合同于 



依 n 为偶数或奇数而定. 

V •设 K = F , 为特征数/ 2的域.如 n 为奇数，则 K 上 n x n 对称矩阵的指 
数= ¥，而》—定合同于 



依 （-lrdetif € G 2 或多 G 2 而定.如 n 为偶数，则 K ■上 n x n 对称矩阵的指数 
或会 -1 •如 H 的指数 v = ^,则// —定合同于 


/ 0 /^) \ 

\ 1 ^ 0 J ; 


如//的指数》/ = g - 1, 则丑 一定合同于 


( 0 
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其中 9 = 1或 2 视 -1 在巧 2 或- 1 e F : 2 而定 • 

VI. 设 = &, 而 /f = F g a ， 则 it ■ 上 n x n 可逆 Hermite 矩阵丑的指数 
«/= g], 而 /f 一定合同于 



依 n 为偶数或奇数而定. 

最后，我们证明 

定理7 命 P 是 一 p 维的向量子空间，且 PHP 的秩是 r . 于是有一 p x p 可 
逆矩阵 Q 及一 （ n - p ) xn 的矩阵2,使 



(H[ r) 

0 

0 

0 、 


0 

0 

/( p - r ) 

0 

\ 2 ) \ z ) 

0 

〆(!》_” 

0 

0 


l 0 

0 

0 

H 2 / 


其中氏及都是可逆的. 

【证】由定理 1.1, 有一 pxp 可逆方阵卩:，使 

»)■ 

此处的是可逆开- 矩阵. 有 一（ n - p ) x n 矩阵使 




Mi (r，《-P)) 

m 2 

h 3 ) 


于是 


/M 

0 


0 


j ( p - r ) 


0 


H , (r) 

0 

pMi 

H { r) 

0 

0 


0 

0 

pMi 

0 

0 

P ^2 


I (r) 

0 

m 2 0 

f(P-r) 

H 3 )\ -pM^Hr 1 

0 

M 


Af 2 . 


叫 ) 
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依定理4的证明，存在一可逆 （《 - f ) 行矩阵 L ， 其形式是 

( L<P _r) o (p_r ' n_,,) \ 

t= l ^ 4 r rt )■ 

使 


方阵 


适合定理所要求的条件.故定理得证. 

§6酉 群 

在本节中我们仍假定 A " 为体，<2 — 5为 A " 的一个对合，而//为■上 nxn 
可逆开-矩阵 . 允上一个 n x n 矩阵 f / 称为酉矩阵，或确切地，对//而言的酉矩 
阵，如果 

UHV = H . 

显而易见， A ■上对 H 而言的酉矩阵的全体组成一群，记作 队 ( A 称为 A ： 
上对 H 而言的 n 级酉群 . H 的指数亦称为 U n ( K , H ) 的指数.如 K 为域，而丑 
为 K 上交错矩阵，则 U n ( K , H ) 称为辛群，记作 Sp „( K , H ) .如 K 为域，其特征数 
# 2,而 W 为 A ： 上对称矩阵，则 U n ( K , H ) 称为正交群，记作 O n { K , H ). 如•为复 
数域 , a — 5是凡中共板，而 H = J , 则 U n ( K , I ) 就是通常的酉群. 

我们先给出以下几个 注意： 

I. 和// 2 是两个合同的可逆 /f- 矩阵，则 队 (AT, 历）和 U n ( K , H 2 ) 同构. 

设 PH ^ = i/ 2 .如卩 e £/„(凡,丑)，即 =讯，则 PUP - 1 e u n { K , H 2 ) - 实际 

上， 

(pup- 1 )h 2 {pup- 1 )' = pup-^h^T^VP 

= PUHJJ'T' = PH{P = Hi. 



而且 


£/-* PUP-' 
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是从 坧） 到 U n ( K , H 2 ) 之上的一个闻构映射.因此 lUKifh ) 与 U n ( K , H 2 ) 
同构.根据定理 5.4, A ： 上《 x ri 可逆矩阵合同于形状 
丨0 /⑼ 0 \ 
pl^ 0 0 

I 0 0 4(n-2^) / 

的矩阵，其中 V 为指数， d 为定号对角形 H - 矩阵，因此只需讨论这种形状的 
H - 矩阵所定义的酉群即可. 

特别，因域 K 上任意两个同级的可逆交错矩阵皆合同，因此对于一个给定的 
级数 n = 2 m , 实质上只有一个辛群，我们把它记作 Sp n ( K ), 并把它看作是 
/ 0 / <"*) \ 

\ -J ⑽0 J 

所定义的辛群.又因有限域 K 上任意两个可逆 Hermite 矩阵皆等价,因此对 

于 一 个给定的级数 n ， 实际只有一个酉群，我们把它记作 U n ( F q3 ), 可把它看作单位 
矩阵定义的酉群，亦可看作由 



其中 t /= 所定义的酉群. 

II .如 W 为 A ■上 nx « 可逆哈矩阵， A # 0为 A " 的对称元素，而且 A 属于 A " 
的中心么，则和 U n ( K , XH ) 完全相重. 

特别，如 A ： = &,而 A ： 的特征数/ 2,对于一个给定的级数 n = 2 m + 1,实质 
上只有一个正交群.我们知道上一个可逆对称矩阵必合同于 



但 O n ( F v , H 3 ) = 0„( F „ zff 2 ), 而 zH 2 又与 Ih 合同,因之 0„( P ,， i / 2 ) 与 0„( F 9 , 私） 
同构. 因此我们只需要研究由所定义的正交群.至于当 n = 2 m 为偶数，上 
一个可逆对称矩阵必合同于 


( 0 /<"*) \ - 

(J( m > 0 J 



0 




其中 t 2 0 1定号.这时我们需要考虑两个同一级数的正交群. 

III .设 A " 的特征数 争 2 ,H % K ilH - 矩阵,其标元为 P ■设 a 为中斜对 
称元素，即3 = - a , 则坧= a - 1 /? 为尺 上对于对合 a — 5 = a - 1 必的 if - 矩阵， 
而其标元为 -/>. 我们有 U n ( X ， H ) 与 U n ( K , H !) 同构. 

如 CA e 队 ( A ：， ff ), 即 Kfflf = H , 则 a-^Uae U n { K , H x )\ 实际上， a^UaHi 
. a~ l Ua = a ~ 1 Uaa ~ 1 HU ， = a~ x UHlf = a~ l H = H \. 而且 
Ua -1 Ua 

为从 U „( K ， H ) 到 U n ( K , Hi ) 之上的一个同构.因此与 f / n ( A ■，/ M 同构. 
这表明只要 K 中有斜对称元素，即 a — 5不是单位自同构，哈矩阵所定义的酉群 
的研究可化归为斜哈矩阵所定义的酉群的研究，而且反之亦然 • 

更进一步我们注意， 如 P 为 H 的极大全迷向子空间，则 cr l Po ^ Hi 的极大 
全迷向子空间.实际上， 

a ~ 1 PaH \ a~ 1 Pa = a~ l Paa~ l = a ~ l PH ~ P ^ = 0， 

因此与 i / 有相同的指数.这表明当我们将哈矩阵（或斜哈矩阵）所定义的酉群 
的研究化归斜哈矩阵（或哈矩阵）所定义的酉群的研究时，它们的指数一定相同. 
在以下讨论中我们固定一个酉群 U n ( K , H ). 

定义 1 两个 p 维子空间各以 pxn 矩阵和 F 表之. X 和 y 称为酉等价，或 
确切地说，在 U n ( K , H ) 下等价，如有一 pxp 可逆矩阵 Q 和一矩阵£/ e U n ( K , H ), 
使 

(1) X = QYU . 

定理1两个 p 维子空间 A •和 y 酉等价，当且仅当 A ■丑: T 和 YHY ' 合同. 
【证】 （ i ) 由⑴式可知， 

XHX 1 = QYUHU ' Y "^ = Q ( YHY ， ) Q ， , 

即 XHlt & YHY 合同. 

( ii ) 反之，假定 XHlt 与 YHY 1 合同，其秩必相同，命之为 r . 由定理 5.7, 可 
知有两个可逆的 p 行 P 列方阵 QRQi 存在，及有两个 n - p 行 n 列矩阵 Z , & 
存在，使 

H, (r) 0 0 0 \ 

0 0 J ■( 卜 0 

0 p /< p - r > 0 0 

0 0 0 H 2 j 
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(H[ r) 

0 

0 

0 、 

(Q 1 Y S 

)KT) = 

0 

0 

l(p-r) 

0 


0 

l 0 

^(p-O 

0 

0 

0 

0 

h 3 / 


此处 Hi , H 2 , H 3 是可逆的 H - 矩阵.由 Witt 定理，知历与合同，即有一 L , 使 
H 2 = LH 3 t . 


故 


/ H{ r) 0 0 0 \ 



( QiY 、 

W QiY \ 

( l °\ 

0 

0 

/( p - r ) 

0 

\0 L ) 

V . 

rl z .) 


0 

p /( p - r ) 

0 

0 





0 

0 

0 

h 2 

记 










I 1 Q ) 

d ( 

^ QiV 






(o ij 


< ^ . 





如此则 _ , 

显然 t / € U n (K,H). 由此 得出； f = Q^QyYU. 

系理 1 同维的全迷向子空间一定酉等价.特别，极大全迷向子空间皆酉等 
价. 

系理2设；(:和 y 是两个 p 秩的 p x n 矩阵,那么 U n ( K , H ) 中有一元素 C ； 
存在,使 ； f = Yt / 的充要条件为 XHlt = yhY . 

只要仔细检査一下定理1的证明，即可发现本系理成立. 

最后，我们给出酉群的一个子群. U n {K,H) 中行列式为 l (/ r / C 的单位元）的 
元素组成一群,记作 U+(K,H). 特别，我们有 0+(K,H), 这里 A" 为特征数參2的 
域而孖为 A •上 nxn 可逆对称矩阵.但需注意 Spt v ( K ) = Sp2 V ( K ), 这是定理 2.3 
的系理. 
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§7当 z / = $时酉矩阵的形式 

设//是体 k 上指数 
可以假定 

H 

命 U 表 U n ( K , H ) 中之一 元素，把 U 写成 

£/=(= f 等等. 

由 UHTf = H 可以得出 

ABi + pBA ! = 0, CD / + /» Z ? C / = 0, 

AD 1 + pB^ = /. 

求 UHV = H 之逆.由 H - 1 = pH , 可得 if HU = H . 故若卩是对 H 的酉矩阵， 
则 f 亦然.由此立刻得出 

HC + (^A = 0, b'd + pB'b = o , 

A ' D + pC 1 B ■= I . 

我们可以举出以下若干有用的酉 方阵： 

I . ( j 才 °_1 ) ，其中 4 是! / x ^ 可逆矩阵，即 /I e GL „{ K ). 

II. 平移 

1^ Q \ 

0 /M ]' 

此处 Q 是 p x » /矩阵，满足 f = - pQ . 

III. 拟对合 

J I ⑻ - j \ 

P ( I M ~ J ) J )' 

此处 J 是 p x i / 对角线方阵，适合于 J 2 = J . 

先引进以下 定义： 

定义 1 一对 i / X 1 /矩阵 （ x ， y ) 如适合以下条件，则称为一 / f - 对： 

(i) 如果把 ( X , Y ) 看成是一个 "行 2〃 列的矩阵，则其秩为 t /; 


pi 0 


一定是偶数）的 H- 矩阵.不失普遍性，我们 
T \ 

(p = ±1). 



- 262 - 


第七章 H - 矩阵及酉群 


(ii) (xy) ^ Q pj I o jTxYf = {o), 

即 AT’ = - pyx '. 

显然，酉变换 

(Xj yi) = Q(X Y)U (U€ Un(K,H)) 

变 ff- 对为 /f- 对.又若 

[cl) 

在 Un(K, H) 之中，则 04 B) 成 一//- 对， （(7 D) 亦复如是.又可见一极大全迷向子 
空间可由 一 对代表，且其逆亦真.又若X是可逆的，则 X-^Y 是标元为 -p 的 
矩阵. 

定理1 对任 一《- 对（X, y), 我们有拟对合5：使 
(X Y) = (X* y*)E, 


其中 X* 是可逆的. 

【证】 若X 本身是可逆的，取27 = /即可.今假定X是不可逆的，则有一可 
逆矩阵 p 及一置换矩阵 g, 使 


Xi = PXQ 

此处是可逆的.命 
则 


Hi H 2 
0 0 


Y 1 = PY^~\ 


(X x Yi) = P{X Y) 




Q o 

r 1 . 


写 


因为 (X,Y) 是斤-对，故 （U) 亦然.于是由 


(H 2 \ I ^ T 2 \ = f * HxT^ + H^ 

v 0 o 八 r 3 r 4 /、o o 


得出 


H\T^ + H^Ti = 0 , 
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T 3 = - Tj ^ H ^~\ 


因为 


( X ^ Yi ) 

的秩是故乃是可逆的.命 


((o' ：)■( 


Ti T 2 

Tt 


)) 


0 0 
0 I ^~ r) 


则得 


(( o 1 0-) ( 


7i T 2 
- t 亦 wr 1 t 4 

:((=)+ 

此处； f 2 是可逆的.因为 Q 是置换矩阵，令 


))(V/ 


(x 2 ,v 3 ), 


'Q 
、 o 矿 1 




Q 0 

of 1 


则 S 是一拟对合.再命 

(A-,r*) = p- 1 (x 2 ,r 2 )( 
则 a - 也是可逆的，而 
m = p -*( 




Q o ’ 
o 矿 1 . 


二 )（ 

: p ， xy) (: rO(V/ /-J( 


Q o 
o 


=(X Y)E, 


定理于是得证. 

由此定理立刻可以推出 

定理2 在群 U n ( K , H ) 之下， //- 对所代表的诸线性空间组 成一可 递集. 

【证】由定理1,任一 if - 对在 U n ( K , H ) 下可变为形如 ( X , Y ) 的对，其 
中 X 是可逆的. 
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可是， 

(x Y) = x{i x -, y) = x(i o) 

其中 S = X~ l Y 是以为标元的矩阵，即 


(oO' 


属于酉群 队 ( AT , H ). 故 （ A " y ) 可经酉变换而变为 （/ 0). 

【备注】实际上，定理2是定理 6.1 系理2的一个特例，现在的证明则与前 

不同. 

定理3 对任 一 对（ X , F ), 必有 一//- 对⑼ V )使 


X Y 
V ^ 


eU n ( K , H ). 


此定理由定理2可直接推出. 

定理4在 U n ( K , H ) 中之任一方阵可以表成形状 



其中 >1 € GL V {K), XKY 分别适合 It = pX 及亨= -#， 而 J ： 为一拟对合. 

【证】命 

(al) 

是 U n (K,H) 中的一个元素.由定理1,只需证明4是可逆的情况.而如此，则 


f A B ). 

— (I 0、 

( A 0 \ 

(I A~ l B \ 

U d ) 

V CA - 1 I ) 

U 旷 1 J 

\o I ) 


显然， / IMB 及 CA -' 是以为标元的哈或斜哈矩阵.定理证毕. 
【附注】 （1) 式的表法不是唯一的. 

定理5群 U n { K , H ) 可由 I ， II ， III 三种元素生成 • 

【证】因为 



定理6 设欠为域，则 Sp ^ K ) 中元素的行列式皆为 1. 
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【证】这时 A ： 为域， a-*a 为单位映射，而/> = -1. 于是 I , II ， III 三种元素 

(：；-)' (-)' 

其中 W jtO,Q' = -Q. 易见它们的行列式皆为1,因此本定理由定理5推出. 

系理设 A ： 为域，则 S^K) C SL 2 „{K). 而当1/ = 1时,我们有 S P 2 (K) = 
SL 2( K ). 

【证】第一个结论是定理6的直接推论.至于第二个断言，因由 
Bia ( A ) R B 3 i ( m )( A,ai 6 K) 所生成，而 B 12 ( A ), B 21 ( A ) e 加⑷，故 SL 2 (K) C 
Sp 2 (K). 因之 Sp 2 (.K) = SL 2 (K). 

§8 当 0 < I / < 登时酉矩阵的形式 

今设 H 的指数 «/>0. 不失普遍性，可以取 



此处 d 是定 号的. 极大全迷向子空间可以一 ！/行 n 列矩阵 (X^Y^Z) 表之，此 
矩阵之秩是〃，且适合等式 


(XY Z)H(X 7 zy = 0, 
即 XY 1 + pYlt + ZA^ = 0. 显然，若 


是 U n (K,H) 中的一元素，则 （>1 B />) 及 （C D Q ) 代表两个极大全迷向子空间. 
显然，下面一些矩阵是酉 矩阵： 


此处 


A B 


e C/a〆*"， 坧) ，而丑 ！= 


0 I ) 

f 0 JW 

^ pl ^ 0 
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此处 C/ €认卜 21/ (尺, 4), 即 UATf = A. 


-pPAiP P ' 


\ 0 -A? 7 I ) 

此处 i> = ，而山 为对角形矩阵且满足山+ pZx = A ( 当 /C 的特征数 

会2时，取山=即可，而当 K 的特征数= 2时，山的存在由 H 的迹性所保 
证 .） 

我们亦称 


为拟对合,此处 J 是对角线方阵，且 J 2 = •/. 

定理1 若（X K Z) 是一极大全迷向子空间，则有一拟对合27,使 


(X* V Z m ) = {XY Z)S, 


其中 X* 是可逆的. 

【证】 若 x 是可逆的,则可取 r = j . 若 x 不是可逆的，如定理 7.1 的证明, 
有一可逆矩阵 P 及一置换矩阵 Q， 使 


Xi = PXQ = 


H x H 2 
0 0 


此处= H[ r) 是可逆的.命 
Vi= PY^~ l = 




,Zx = PZ = 


\ T 3 

T 4 J 


\^) 


广 Q 0 0、 

{X l Y i Z 1 ) = P{XY Z)\ 0 疗 _1 0 

V 0 0 J J 


则 
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因为 （Xa K A) 表一极大全迷向子空间，所以 
0 = + pY { X ^ + Z X AZ ^ 

=(o-:)o ⑵ 

( Hj ^ + H2T2 Hj ^ + H 2 T 4 \ 

=( 0 0 )_ 

(TxTh!+ T 2 H^ Q\ l UxATh! UiAlh' \ 

+' T 3 H^ + T 4 H^ 0 ) + ( U 2 AU^ U 2 AUi') ' 


由此得出 u 2 au ^ = 0 .因为 d 是定号的，所以 l/ 2 = 0.又 t 3 h ^ + t 4 h ^ = 0,如 
定理 7.1 的证明，可以完成本定理的证明. 

由此可以立刻推出 


定理2任一 （x y z) 如代表一极大全迷向子空间，则有一以 y Z) 为前 
V 行的酉矩阵 

( X Y z \ 

\ A B C \ 

\ D E F ) 

存在. 

定理3 任一酉矩阵可以表成 


【证】 


- XA ^ X 1 

-Alt 

设 



-pYAyY Y \ 

I 0 27. 

- pAY 1 I ) 


是一酉矩阵，依定理 l, 只需 证明災 是可逆的情形.取 y 
则 



= - a ~ 1 p,x = a !- 1 ^'2：-\ 

- pYA ^ Y \ 

/ 0 
-p^y i) 
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此处 /!• = A 是可逆的.因为这仍是个酉矩阵，故 V = 0，尸= 0. 于是定理得证. 
定理4酉群可由 I ， II , III 三种元素生成之. 

【证】因为 



所以由定理3推出本定理. 



§ 9 酉平延及拟对称 


设 A 和丑是酉群 U n ( K , H ) 中的两个元素,我们说它们酉相似，如果存在一个 
ueu n ( K , H ), it . 


A^U^BU. 


我们不拟讨论一般的酉矩阵的酉相似问题，而只准备讨论所谓酉原阵的酉相似问 
题. 

酉矩阵 t 称为酉原阵，如果 ： r - /的秩是1，换言之,适合方程 


的 n 维向量组成一个 n - 1维的子空间.我们要寻求酉原阵酉相似的条件及在酉 
相似下的标准形. 

设 r 是酉原阵，因 T - I 的秩为1,我们可以写 

(1) T = l + v ! v , 

而是两个 n 维向量.因: T € 我们有 

(2) v!vH + Hv'u + xivHv'u = 0. 

我们分别研究 w 是迷向向量及 r 不是迷向向量这两种情形. 

先设 u 是迷向向量，即= 0,这时 r 称为酉平延.于是 （2) 式成为 

v!vH + Hxfu = 0, 


即 

(3) { v ! vH )' = - p { ufvH ). 

这表明 v!vH 是一个标元为 - p 的哈或斜哈矩阵，而且它的秩为 1.如 K 为域， 
a -^ a 为单位映射，而 p / -1, 这样的矩阵不可能存在.在其余情况，依定理3.7, 
秩为1的哈或斜哈矩阵 u'vH 可表作 
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( 4 ) Ti!vH = x ' nx , 

其中 re 为 n 维向量，而乒= — p / x . 由⑷式推出 

vH = a / xx , 

M aeK , 于是 

u = 5 _1 x. 

因此 

vH = aixan - 

令入 = - oi / iS , 则入 = — p \. 于是 ti = - Avtf ，而 r 可表作 

(5) T = I + HVXv , 

其中 X = - p \. 

是否 5： = -pA 在 K 中恒有非零解呢？如 p = -1, if 中非零对称元素皆为 
\ = - p \ 的解.当 p # -1 时 ,: S = - pA 在 K 中有非零解除非 X =_\,对一切 A € 
这时 K 为交换域.因此，除了 A " 为域 , a — S 为单位自同构， pjt -1 这一情形外， 
对任一迷向向童7；及任一 中适合 -pA 的非零元素 A , 矩阵 （5) 皆酉平延. 

定理1 设> 1. 则除了尺为域, o -* S 为单位映射而 p /- l 这一情形外, 
即除了 U n ( K , H ) 是正交群之外， U n { K , H ) 中确有酉平延存在.而 H ) 中酉 
平延皆可表作 

(5) r = / + Hv ' Xv , 

其中 vHV 1 = 0,而 A = — pX . 

系理1在定理1的假设下,任一酉平延皆酉相似于以下形状的酉 平延： 

( 0 0 0、 

(6) /+ [ A . O .-. O ] 0 0 (A = - p \). 

、 o o o y 

【证】 因任一迷向向量皆酉等价于（1,0,".，0>.在 （5) 中取” = (1,0, •••，()) 
即得形状 （6) 的矩阵. 

系理2在定理1的假设下，两个酉平延 


+ 及 T 2 = I + Hv 2 ， X 2 v 2 

酉相似，当且仅当有 5 A 2 a . 

【证】设则 

( v \ U )'\\{ v \ U ) = v ^\- iVi , 

于是有 a € X , ® v\U = a _1 w2 , 因之 Ai = 5入2<*. 
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反之,设有 a € A ：， 使 Ai = SA 2 a . 不妨设 T U T 2 的形状皆是 （6). 这时，显然 D 
与: T 2 酉相似. 

其次,我们研究酉原阵 T = / +矿1«中 t ; 为非迷向向量的情形，这时 T 称为拟 
对称.显然，这时好不能是交错矩阵.令 

vHV 1 = o , vv! =b. 

将 （2) 式左乘以《后，得到 

bvH + au + bau = 0, 

因6 # — 1,否则将有 v = 0,T = I , 于是 

u = -a -1 (l + b)~ l bvH. 

因之 

6 = vtf = — vHifb ^ + 6) -1 a -1 = — o 6 (l + 6) -1 o _1 , 

于是 

(7) oft + 6 a + 6 o 5 = 0. 

所以 r 可表作 

(8) T = I - HVbil + = / + HVa- l bv, 

其中 a = ufff ， 而 6 满足⑺式.反之，设 t ; 为非迷向向量 ， a = 1>//方，而6满足 

(7) ，则 T 为拟对称. 

是否 （7) 式恒有非零解呢？实际上，如果的特征数/ 2, & = -2 就是一个解. 
当 <> = -2 时,我们有 

(8) T = I - 2HVa~ l v, 

这时: T 2 = /. 我们把 （8) 称为对称，它将一个 n - 1维子空间中每个向童皆保 
持不变，而将 v 映到 - v . 如果 K 的特征数为2,由 H 的迹性推出 a = X + X, 
而入€ / A ; 这时6 = AX _1 + 1 # 0即满足⑺.因此，除开辛群这一情形， 

U n (K, H) 恒有拟对称. 

当 K 的特征数# 2, a — 5为单位自同构，而 p = 1时，正交群 O n (K, ff ) 中拟 
对称皆 对称； 实际上，这时 （7) 式只有& = _2这一个非零解. 

因此我们证明了 

定理2 除开辛群这一情形, U„(K,H) 中恒有拟对称，而 U n {K,H ) 中拟对称 
可表作 
⑻ 


T = I + Hv , (vHv , )~ 1 ln, 
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其中 t ; 为非迷向向量，而6为满足⑺式的非零元素•当 U n (, K , H ) 是特征数/ 2 
的域上正交群时，拟对称皆对称 • 

系理1设 U n ( K , H ) 不是辛群， U n ( K , H ) 中拟对称皆酉相似于以下形状的 


拟 对称： 

^ 1 + a _1 6ai 

0 

a~ l b 

0 


0 

/(*--!) 

0 

0 

⑼ 

/jara _1 feoi 

0 

1 + paia~ 1 b 

0 


0 

0 

0 

/(•»-!) 


、 j(n-2v) J 

其中 a =外 ， ai +两 r = a ，而6为适合⑺的 A " 中非零元素.特别，当凡的特征数 
#2时， U n ( K , H ) 中对称皆酉相似于以下形状的拟 对称： 

/ 0 0 AO \ 


0 /^ - *) 0 0 


( 10 ) 



0 


0 0 0 
0 0 jx ) 


、 j ( n -2 u ) J 

其中 X = / xX . 

【证】先将: T 表成形 状⑻. 令 a = vi/W .如 A ： 的特征数/ 2,令 ai = | a; 
如 K 的特征数= 2,由//的迹性有 ai 存在,使 ai = a . 因此无论在哪一种情 
形都有 ai + p 5 i = a .令 


« = (oi,0,- - ,0,1,0,- - ,0,0,- - ,0). 

v i / — 1 n — 2 v 

注意 uHv ! = a , 因此依定理 6.1 有 t / € U n ( K , H ), 使 i » f / = u . 于是 U~ l TU 即为 
形状⑼.在 (9) 中令6= -2,即得 (10). 

最后我们给出某些交换性的定理. 

定理3 设 U n ( K , H ) 包有酉平延 

T = I + Hv ' Xv , 

如 U n ( K , H ) 中一个元素 U 与 T 交换，则 t ; CA 与 v 线性相关，即 C / 将迷向线 V 保 
持不变. 

【证】设 f/r = ； Tl 7, 则 


UHv'Xv = Hv ' XvU , 
但是 t /丑 =故 Hlf^Xv = HrfXvU , 于是 
v , Xv = JvUf \( vU ), 
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这表明 wt/ 与 w 线性相关. 

定理4 设 U n (K,H) 包有拟对称 

T = I-^Hv'(vHV')- 1 bv, 

如 U n (K,H) 中一个元素 U 与 T 交换，则 wtZ 与 v 线性相关，即1/将非迷向线 w 
保持不变. 

【证】设 c/r = ry, 则 

UHxf(vHv , )~ l bv = HV , {vHrf)~ 1 bvU. 

但是 = z/F 7 — 1 , 故 

V'ivHv')^^ = JuH^(vHv')- l b{vU), 

这表明 wC/ 与 《 共线. 


§ 10 酉群的中心及射影酉群 

设//为体 A •上 n x Ti 可逆矩阵.以 Z 表 A" 的中心, 2•表 Z 的乘法群. 
中元素 A 适合； J = 1者显然组成一群.如 A e z •，而 AX = 1,则矩阵 


A /< n) 


属于 U n ( K , H ), 而且易见所有这种元素组成 U n ( K , H ) 的一个子群，记作 3 n . 显然， 
3n 包含在 U n ( K , H ) 的中心之中，更进一步，我们证明 

定理1 除开 K = F 3 , 而 n = 2,1/ = l,p = 1这一情形， U n ( K , H ) 的中心即 
为 3n. 

【证】先研究 if 的指数> 1的情形.这时不妨设 

( 0 /…）0、 

〆 … ） 0 0 | . 

0 0 A ) 

设 i： 为 U n ( K , H ) 的一个中心元素，先研究 n>2«/ 这一情形.因17与一切形状 

( I - pYAiY 1 Y \ / / 0 0、 

0 I 0 及 - XAjX I X 

0 - p aY i ) y -a^ o / y 
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的酉矩阵皆交换，其中 U 为任意1/ x (n - 2z/) 矩阵，故 r 必为形状 

/ A 0 0 \ 

27 = 0广 1 0 ， 


而适合 

(1) AYA 1 y ， = YA 1 V ， A ， ~ 1 , 

(2) AY = YU, 

对一切 ux{n- 2u) 矩阵 y •因 J 7 与一切形状 

( R 0 0 \ 

0育 _1 0 (R € GL V (K)) 

0 0 I ) 

的矩阵都交换，故 >4 = XI^\ m \€Z\ 更由 （2) 式推出 t ； = 吃最后，由 
S 与 

( 0 /⑼0、 

pl^ 0 0 

卜 0 U 

交换，推出 A = F 1 , 即 AA = 1. 因此 i ： = AJ ( n ), 而 A e Z *, 适合 U = 1，即 
S € 3n- 

其次研究 n = 2u 这一情形，由27与 


交换,推出 r 必为形状 


因 r 与一切形状 

( /^> P \ n ( lM 0 、 

( 0 JW ) { Q 1^ ) 

的矩阵交换,其中为任意 t/xp 矩阵适合芦 = - P P ^ = - pQ , 故除了 u = l,K 
为域， a — S 为单位自同构， p / -1 这一情形外， i： 必为形状 
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更由 S 与一切形状 

(：；-)• 

其中 /? e GL„(K), 的矩阵交换，推出 i ： = A/("), M Aez*, 适合 U = 1. 

至于当 u = l,K 为域， a -»5 为单位自同构 , P / -1 时, Ui{K,H) 即为正交群 
0 2 ( 尺,》)， 而 A ： 的特征数# 2 •如 尺 # 朽， 令 z e K •，而 z # ±1, 则由 5 ： 与 

(；；.) 

交换，推出 i ： = A/W, 而入 e A"* = Z •适合八= A 2 = 1. 

o 2 ( f 3 , ( ; ^ )) 这一情形，确为一例外情形.易见 




由下列四个元素 组成： 


显然，02多’3, 




I 是交换群，因而与它的中心相重. 


最后我们研究 H 的指数1/ = 0的情形.仍设 S 为 U n {K,H) 的一个中心元素. 
因 I ：与 U n (K,H) 中每一个拟对称交换，而对于任一 n 维非迷向向纛 v,U n (K,H) 
至少存在着一个拟对称 


I-2Hv'(vHv , )- 1 v, 

即对称.因此 r 将每个 n 维非迷向向量都保持不变.因//的指数 U = 0 . 这时每 
个 n 维向童都是非迷向的，所以 r 将每个 n 维向量都保持不变.从 i ： 将下面这 n 
个 n 维 向量： 


(1，0，..，0)， （0，1，0，- • ,0)，..，(0，..-，0，1) 


保持不变,推出 i ： 为对角形矩阵.从 i ； 将 n 维向量 


( 1 , 1 , ■•, 1 ) 

保持不变,推出 i ： = A/<»). 再从 I ： 将一切形为 


- - ,1) (x € K*) 
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的 n 维向量保持不变，推出 A e 幺 •• 因 r e U n ( K , H ), 故 U = 1. 这就证明了 
Se 3 n - 定理至此证毕. 

我们回忆, GL n { K ) 的中心是名因此除了 K = F 3 ,n = 2 , u=l 这一情形，即 
02 (^， ( ?二 )) 这一 .清形 之外，我们有 

3 n = U n ( K , H ) nZ „. 


作为定理1的特例，我们有 

系理 1域 K 上的辛群 Sp 2 v ( K ) 的中心仅由两个元素 组成. 

系理 2特征数/ 2的域尺上的指数> 1的正交群 O n { K , H ) 的中心仅由 


±/两个元素组成，除开 o 2 




)) 


这个例外情形. 


以前我们把 GL n ( K ) 对其中心厶的商群称为射影一般线性群，记作 PGL n ( K ). 
现在我们把 U n ( K , H ) 在自然同态 


GL n { K ) -* PGL n ( K ) 

之下的像称为射影酉群，记作 PU n { K , H ). 因此，除了 A p 3 , ( ^ :之外， 
我们有 

PU n ( K , H )^ Un ( K , H )/ 3 n . 

同样我们可以定义 PO；UK， 抝及 PU ^( K , H ). 


§ 11 有限域上的酉群 

定理1设 p 为素数而 q = p n . 以巧表 <7个元素的有限域.于是辛群 Sp 2 u ( F q ) 
的阶为 

{, q 2u ~ 1 W "- 2 - 1)， -3 • • _ ( 9 * _ 1 )?. 

【证】设 


^ on ••- 

Oli/ i>u 

bi«/ 、 

<ii/i … 

b„i - 

bi/i/ 

Cll •• • 

c\ v du … 

d\v 

\ Cu\ … 

Cl/*/ dui . •. 

dw / 
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为 Sp2u(F v ) 中任一元素.首先，我们断言,存在一个辛矩阵 P ， 使得 PT 的 （1, 1) 位 
置元素 —0. 实际上,如 an #0,取 P = /即可.如 a „ = 0而 a 2 i , •• - ,a„i 中至少 
有一个不为0,设足码最小的不为0者是 aa .取 



如果 an = oai = ••• 
不为0者是 c u . 取 


其中 


A = Eu + En + ^ Ejj. 

i ** 

= a ul = 0, 那么 c n , - ,c ul 中至少有一不为 0, 设足码最小的 


( [0,1，…，11 

[1 ， 0,… ， 0 ] 、 

(4 0 、 

V [-1,0,…， oj 

[0,1, -.ll ) 

V 0 A'- 1 ) 


A = I, 如 i = 1， 

A = ^ Eu, iDt jt 1. 

这就证明了我们的断言.我们注意，根据我们规定的取法， 尸由 r 唯一确定.令 

pt = r ,. 

现在假定 ail # 0.令 




, 1 ) 0 

[ an . l . ••- .1] , 


T u 


其中 


-C21 

t=l 

-C21 
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于是, r 2 有以下 形状: 



/1 

<»12 … 

aiu 

fell … 

6ii/ 


0 

«22 … 

O-lv 

& 21 … 

&2i/ 

t 2 = 

0 

Oi/2 … 

fli/i/ 

bt/i … 

&1/1/ 


0 

C12 … 

Cli/ 

dn … 

d\ u 


< 0 

Cv2 … 

Cvv 

dui • • 

d vv 


因为 r 2 是辛矩阵，，£) - (7丑=厂因此 d „ = 1.令 


( 1 

r Si \ / 


0 ' 


, = (( 

,,)1 

K 0 

vr, 


-621 


-6w 、 


-621 


0 


\ -Ki 



/ 


’ 1 d 21 


心、 



0 1 


0 


Vi = 

v 0 0 


1 > 




1 

<*12 • 

- Oil/ 

0 

&12 - 

i>li/ 


0 

<122 

• «2»/ 

0 

&22 

f>2u 

t 3 = 

0 

0-1/2 

• <w 

0 

bv2 

• ^ 1 / 1 / 

0 

C12 - 

- Ci„ 

1 

di2 

• dll/ 


0 

C22 

C 21 / 

0 

d22 




Cj/2 

" c vu 

0 

d v 2 

• d vv 
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又因 T 3 是辛矩阵，故有 

an = bu = ci < = = 0 (i = 2,3, • • • ， t /). 

即 


/1 

0 … 

0 

0 

0 … 

0 \ 

0 

a 22 … 

021/ 

0 

f>22 … 

f>2v 

0 

0(/2 … 


0 

b V 2 •- 

buu 

0 

0 … 

0 

1 

0 … 

0 

0 

C22 … 

C2U 

0 

d 22 … 

div 

、0 

C|/2 … 


0 

d v i … 

dw ) 


因此: r 3 是(二 ?) 和 2(1/ -1) 阶辛阵 


'«22 … 

azi/ 

f>22 … 

f>2v 、 

Oi/2 … 


b u 2 ••• 


on … 

C2U 

dl2 … 

d2v 

Cu2 … 

Cvu 

di/2 

dvv ) 


的直和. 

注意，在 r 中， 《!„，••• ,a vl ,c n - - ,c„i 一共可取产 - 1组不全为0 的值; 当 r 
确定之后,: H 就唯一确定，于是 r 2 也就被唯一确定.在 r 2 中， d» u ，…人^ d2i , -, d vl 
一共可取 g 2 "- 1 组值，当: r 2 确定后, r 3 就唯一确定.因此有递推公式 

Sp2u(F q ) ： 1 = (^ - l)g 2,/ - 1 [5p2(^-i)(F 1I ) : 1]. 

因 

Sp2(F q ) : 1 = SL2(F q ) ： 1 = (g 2 - l)q, 

所以 

SP 2 AF,) : 1 = {q 2v - 1 ) 9 2 <,/ - 1 ) ( 9 2( * ， - 1) - l)Q 2v - 3 • • •( 9 2 - 1 ) 9 . 

这样定理 1 就证明了. 

利用类似的方法，可以证明 
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定理2 U n (F q ,) 的阶是 

(q n ~ (- l )") n n-1 - (- l )- 1 )^- 2 … ( g 2 - 1)9(9 +1). 

定理3 当 n 是奇数时（这时上 n 级正交群皆同构)， 0+(F q ) 的阶为 

(9"- 1 - l ) q n - 2 ( Q n ~ 3 - I)?"' 4 •(? 2 -1)9 ； 

而当 n = 2 m 是偶数时, 0+( F q , H ) 的阶是 

(<7 2m_1 - - l )9 2 m - 3 …(9 2 _ 1)(7， 

其中 e = 1如果（一 l ) m deti / 是尸,中平方元素，而 e = -1，如果 (- l) m detff 不是 
F , 中平方元素. 



第八章酉群的构造 （P > 1而正交群除外） 

§1引 言 

我们假定尺为体 ， a -* 6 为 if 之 对合. 设 / f 为■上 nxn 可逆矩阵，其 
标元 p = -1. (注意 , p = -1 的假设只排除了特征数# 2 的域上的对称矩阵，因为 
当 a — 5不是单位自同构时，尺上哈矩阵的研究皆可化归我们所讨论的情形 .） 因 



其中才=为 n - 2«/行的对角形定号矩阵，于是"为孖的指数.当 W 
是斜对称矩阵时，4 = 0;当4笋0时，恒有 n - 2 i / 行可逆对角形矩阵山，使 

4 = 厶1 — Zi. 

前-.章里，我们已经定义了, u n ( K , H ) 中的一个矩阵: r 称为酉平延，如 r -了 是 
秩为1的幂零矩阵. U n ( K , H ) 中所有的平延生成的一个子群，称为酉平 
延群，记作 TU n ( K , H ). 因酉平延在酉矩阵之下的变形仍为酉平延，故 
为 U n ( K , H ) 的正规子群. 以队表 TU n ( K , H ) 的中心，我们有 U n ( K , H ) 的正规 
群列： 

U n (K,H) D TU„(K,H) D W n D {/}. 

本章目的就是研究这个正规群列的三个 因子： 

U„(K,H)/TU n (K,H), TU n (K,H)/W n , W n 

的构造.特别，我们还把 TU n (K,H)/W n 记作 PTU n (K,H), 称为射影酉平延群. 
为了以后的需要，我们先证明次之引理. 

引理1设 A " 不是域，则 K 中对称元素的全体 S 所生成之子体/^ =兄除 
非是特征数/ 2的域 Z 上的广义四元数体，而这时 S = Z. 

【证】 我们先证明 S 生成之子环即为实际上，设 C 是这个子环中的任 
—非零元素，则 （ 亦属于这个子环.但是= <5 e 所以= C 5- 1 就属于 S 生 
成之子环.因此 S 生成之子环即为 ATl 
其次我们断言 


⑴ 


kk x - kik € /^，对一切 A ： & K , ki € Ki . 



实际上，只要证明⑴对于一切 h = s lS 2 … s m («i e S ) 成，即可.我们用归纳法向 
m 来证明这件事实.先设 m = 1，即 h = s lt 这时由 fesj + feSj € S 及 si(fe + fc)eKi 
推出 

ksi — aik = ksi + s%k — si(k + k ) € K \. 

次设 m > 1, 并假定断言对 m - 1 成立. 令 s '= ，则 s = afa m . 于是由 
ks ' = a 7 A € Ki R s m k — ks m € K \ 推出 

fcs — sfc = ks ' s m — s ' s m k = ( ks 1 — s ' k ) s m — s ’( s m A : — ks m ), 

所以我们的断言对 m 也成立. 

设 M 不是域，则存在幻為 e 使# k 2 k x . 今在⑴中取 A : 为咖，则 

kk^ki — kikkt — fc(fcafci — fcifcj ) + (fcfci — fcife ) A ^ € K \. 

由于 kiki — k \ ki , kki — fcifc , fcj e 而 A ： 2 友 l — fcj^2 / 0 ,故 fc e Jfi . 这表明 Ki = K ". 

现在设 & 是域.因此 S 中任意二元素皆可换，故 & 中元素皆是对称元素，所 
以/^ = 任取 0) € A ■及 s € S . 因砧€ S , 故 A:L = s 从,将此式改写为 

k ~ l 8 k = ksk~ x = k ~ l sk , 

所以 k~ l sk e _Ki = 即心是 A " 的正规子体.由第一章定理 11.2, 推出 C Z . 
因 A ： 不是域，故有 fc S 尺而 HZ . 设 2 为 Z 中任意元素，则 zAr + I e S C 

可是 

■zi + zfc = zA : 十左 5 = z(fc + fc ) + k{z — z ), 

其中 z(k + k ) eZ , z - zeZ . 由于 htZ , 故只有 z-z = 0 才可能.所以5 z 对 
—切 2 eZ . 这就证明了 S = 

T ^. xeK , x ^ z . Rljx + se Z , XX € Z . 于是 

x 2 - (x + x)x + xx = 0, 

即 / r 中任一不属于 z 之元素皆满足 z 上一个二次方程.依第一章定理 10.1, 尺是 
Z 上广义四元数体:如果&的特征数= 2, S 2.所以 K 的特征数/ 2. 

这样，引理1就完全证明了. 

我们还需要下面的 

弓 I 理2 设4是 n x n 可逆哈矩阵，则 deU € S * C / C , 其中 S •轰 S 中非0 
元素生成之群，表由 S •和 C 所生成之群. 
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【证】如 A 为交错矩阵（这时 K 是特征数= 2的域)，引理 2 自然成立.设 
A 不是交错的，于是有 nxn 可逆矩阵 P ， 使 


A 


P 


Ai 


0 


入2 


1 P 1 (Xi = Xi；i = l,2, - ,n). 


A„ / 


因之 


deti4 = detP detP 7 入 1 入 2 … A n C, 


所以我们只要证明 detP det^S S * C/C 即可.写 P = BD ( ti ), 其中丑 e SL n ( K ), 
D ( M ) = [1， 1，… ，1， M ] (M 尹 0). 则户 = D [ p )&. 因之 


detP detP 7 = nCfiC = nfiC € S*C/C. 


因此引理 2 证毕. 


§2 7^/„(欠，好） 的中心 

为了研究 TU n { K , H ) 的中心，我们先列举出 TU n ( K , H ) 的一批元素来，这就 
是 

定理1设> 1,以下这些元素都属于 TU n ( K , H ) : 

/ Y \ 

(1) IM { Y ' = Y )-, 

V /(n-2i/) I 


X 1^ 


= X); 

j(n-2v) I 

I ( J 2 = •/ 为对角形矩 形)； 
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⑹ 

⑹ 

若: ri /„( A ", tf )54； rt / 3 


⑺ 


A - 1 / 


PA ^ P ' 

I 

AP 1 



P 



(A = A / 0); 
j (P = p^-20), 

而 a -* a 不是单位自同构; 


-QAiQ' I Q 
-AQ' I 


(Q = Q(*v*- 2 *0), 


若 rt /„( A •，/ f ) 笋 rt / 3 




而 a — d 不是单位自同构. 


【证】 在证明⑴ 〜 (5) 属于 TU n (K,H) Hi, 无妨设 n = 2!/. 

首先，设浐= y 而 y 不是交错矩阵.于是有 t / xi / 可逆矩阵 P , 使 

PYP 1 = [Ai, •• - ,A r ,0, •• - ,0] (A7 = Ai；t = 1, •• - ,r). 


于是 


p- 1 


(I [Ai,---,A r ,0, ••• ,0] \ / P~ l \ 


P' ) 

V J 

八 P') 

p~ l 

) 

(I [Ai,0,- -,0] \ 

( 卜 v 1 -- 


P') 

1 f ) 

V 户） 


( 广 1 ) 

(I [0, •• ， 0 ， Ar ， 0, … ， 0 ] 、 

(p- 1 V 

V P') 

V / ) 

l P'J 


是一些酉平延之积，因而属于 rf /„( A ", 好).若 f 是交错矩阵，这时 k 是特征数= 
的域而 a 是单位自同构,于是 y + [1,0, . .，01 不是交错矩阵.因之 


' 1 ^ ) = ( J I 1 , 0 ,…， oj ) ( / 


y + [i,o ， .“ ， o]' 


eTU n (K,H). 
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同理可证⑵也厲于 TU n ( K , H ). 
注意到 

( 0 


m 于 TU n ( K，i 
5 见，设 n = 2 i 

f (：0 (-) 


由此及 （1), (2) 属于 TU n ( K , H ) 即可推出 （3) 也属于 TU n ( K , H ). 

我们来证 （4) 属于 TU n ( K , H ). 为书写方便起见，设 n = 2 i / = 4 .我们有 


I 

'00、 

, 01 , 


0 0 \ 

. 1 / 

属于 TUn ( K , H ). 利用 （1), (2) 厲于 TU n ( K , H ) 即可推出 
1 A ' 

01 € TU ,( K , H ). 

{ J:) 

同理可证 


-A 




^ TU 4 ( K , H ). 


因 SL 2 ( K ) 由一切 S 12 ( A ) 和 J 5 12 ( m ) 生成，故⑷也属于 TU n ( K , H ). 

再证 （5) 属于 TU n ( K , H ). 为书写方便起见,设 n = 2,1/ = 1. 对任意 A = M , 我 

们有 

(';)(: 小 ( 1+ / ；) eTWH> ' 

再利用 （1), (2) 属于 TU n ( K , H ) 即推出 


V ( 1 + M )- 1 

对一切兵=# 一 -1. 因此 （5) 也属于 TU n ( K , H ). 
最后来证明 （6) 也属于:若 


€ TU 2 ( K , H ). 


TUJK , H )^ TU 3 f 4 , 
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而 a — S 不是单位自同构.注意 

( / PAxP 1 P ' 

AP' I 


Q^iQ' Q \ 

f I PAxP 1 + Q^Q' + PAQ' P + Q ' 


^(P + Q) I ) 

\ ( I (P + Q)Ax{P + Q) r P + Q ' 


4 (P + Q ) 


其中 y = - Q ^ P ' - P 2 S ；0 , 为哈矩阵.因此只要证⑹属于 TU n ( K , H ) 对仅一行 
不为0的尸即可.我们研究 




APAyP'A' - APAP 1 - PAxP" 
I 

A(A - I)P' 




(A-^PA^A-I)^ {A - I)P 
I 

A(A - I)P' I 


PAiP 1 

I 

AP 1 



其中 y = AP ^ Q ' P ' + PAxP ' A ' - P (^ +3； Q , ) P ， 为哈矩阵.若 " 彡 2, 可选取 
A € SL u { K ) 及 P, 使 （A - J)P 跑过仅一行不为 0 的于是从 i ： e TC/„(K, H) 推 
出⑹属于 TU n { K , H ) 对仅一行不为 0 的 R 若《/ = 1, 可选取 A = \ = XjtO , l , 
同样可推出⑹属于 TU n ( K y H ). 若《/ = 1, 而 5 = {0,1}, 则依引理 1.1, 尺为域， 
因之 K 这时一定有 n = 3, 这正是我们除外的情形. 

同理可证⑺也属于 TU n ( K , H ). 

定理1至此完全证毕. 

系理如 U n ( K , H ) = 办„(幻，则 TU n ( K , H ) = S Pn ( K ). 

定理2设彡 1，则 TU n ( K , H ) 的中心= Z „ n ： TCA „( iir ， 好)，表 GL n ( K ) 
的中心，即仅含中心矩阵. 
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【证】设 


A B P 

E = C D Q 

, R T U , 


是的一个元素.因 E 与一切形状 


及 


(X' = X,Y' = Y) 


的元素都交换，故 B = c = o,p = Q = o,fl = :r = o, 而且 
XA = DX,M—W = X. 

在上式中令X = J, 得4 = D •再由 = AX 对一切尤'= _X •推出>1 = AL 因之 

) 

s= XI 


\ u ) 

又因 i： e TUn{K,H), 故 AA = 1. 分以下两个情形来 讨论： 
⑴1/彡2.因 r 与一切元素 

y|，-i (A € SL„(K)) 


都交换，故 AeZ*. 因此，当 n = 2t/ 时，定理2已经证明.现在设 n-2i />0, 由 r 
与一切形状 

( I P^iP' P \ 

I {P = P^- n ~ 2 ^) 

AP' I ) 

的元素都交换， 故 XP = PU 对一切 1 / x (n - 2i/) 矩阵 P. 因此 C7 = AJ. 故这时本 
定理也成立. 

⑻ u=\. 先考査 n 彡 3 的情形•如 TU n {K,H)^ TU 3 (F 4 ,H), 则由 i ： 与一切 

形状 
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的元素都交换，推出 Ap = 〆 /对一切1 x ( n — 2) 矩阵 p , 故 U W 而 A e Z * •这 
时本定理也成立. 

( ^ 

设 = 巧，1 0 .令 & =妁(3：)，而 a ： 2 + a : + l = 0， 


则无 = o :+ l .于是 （ x , l ， l ) 是对于 1 0 的迷向 向量那 么以（1,1， 1) 为 


迷向向量的酉平延是 


r =/ + H ( x , 1,1) 



(注意 X = 1 + x,xx = 1 ). 那么由 



推出 A = U . 所以这时定理也成立. 

最后我们研究 n = 2的情形.如尺是域，本定理自然成立.今设尺不是域.这 

时由 



对一切3 = a €夂•，推出 Aa = aA 对一切 a = a e K *. 因此根据引理 1 . 1 , 如 K 不 
是特征数# 2的广义四元数体，则 A e 如果 K 是特征数旁2的广义四元数体, 


这时本定理仍然成立，但这是下面定理的系理的推论. 


定理3 






第八章酉群的构造 （》/ > 1而正交群除外） 


所生成. 

【证】设 (a,b) 是一个迷向向量，即 



ab — b& = 0. 


如 OJ - k 为对称元素.以 (a,b ) 为迷向向量的酉平延是 


T=I + H(a^X(a,b) 

/ 14 - b\a b\b 
I — 5Ao 1 — aXb 


(A = A ^ 0 ). 


如果 6 = 0 , 则 



而 (- SAa ) = - oAa . 如果 6 / 0 ,令 p = bXb, q = 6 - 1 o , 则戶 = p ，夺 = g . 于是 


T = ( l+W P 1 0 \ / 1 P Wl o \ 

V -<m l-qp ) \ -q 1 A 0 1 A 9 1 / 

因此本定理成立. 

系理设是 A ： 中对称元素所生成之体，则 



特别，如瓦是特征数 一 2 的域 Z 上的广义四元数体，则 



又如果是域而 K 是^ 的二次扩域，则 

TOj W-i ；)) =TO2 ( K， '(-i o)) 

=(一？ ： ))=52^). 
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定理2的证明过程实际上证明了 

定理4设彡1，则在 U n ( K , H ) 中的中心化子仅由中心矩阵组 
成，除开 n = 2而 K 为特征数/ 2 的域2上的广义四元数体这个特殊情形.在后 
: r « _; J )) 中的中心化子由-切 


面这一情形， 
矩阵 


A 0 
0 A " 1 


其中 AX = 1,所组成. 

为了以后的需要，我们证明次之定理. 

定理5 设《/>1.设7'为酉平延，则有[/€7'1/„(欠,丑)，使 


UTU - 1 = 


I (v) IA . O , - - ,0] 
I ^ y ) 


而 A 为 A ** 中某一对称元素. 

【证】 依第七章定理 9 .1,有 fAeC / n #,//) 使 


UiTU^ 1 = 


IA .0, -- ,0] 


我们知道是 U n ( K , H ) 的正规子群，故依第七章定理 8.3 及定理1可将 
Ut 写作 

( [«.!.•••,1] \ 

Ui= [o-M,--,l] y (o#0) 


则 


(a _1 Aa _1 ,0, -- ,0] 


UTU~ l = ( I j , 

其中 ( a - Uo - 1 ) = a -' Aa - 1 . 因此本定理成立. 

§3 PTU 2 {K, H) 的单性 （!/ = 1 ) 


在本节中我们要证明次之定理. 
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定理1 设 H = 




，则除了下面四个例外情形之外， PTU 2 ( K , H ) 


是单群.例外情 形是： 

I .当 a — a 不是 A ： 的单位自同构时， 


^(^(-： I)) 


PSL 2 (F 2 ), 

PSL^iFs); 


II .当 a — a 是 尺的单 位自同构时， 

( 二 )) = PSL 2 (F 2 ), 
I ^ =PSL,(F 3 ), 


与这个定理等价的是 

定理 2 设 H =(_? A ), 则除了四个例外情形之外， TU 2 ( K , H ) 的真正 

规子群必包含在它的中心撕 2 之中. 四个例外情形就是相应于定理1中那四个射 
影群的酉平延群. 

在下面证明定理2过程中，我们同时还证明了次之定理. 

定理3设 //=(_?:), 并假定 S / F 2 或巧•设贝是 U 2 { K , H ) 的一 

个子群而且在 TU 2 ( K , H ) 之下不变，则识或者包含在 U 2 ( K , H ) 的中心之中，或者 
包有 TU 认 K , H ). 

为了证明定理2,我们先证下面几个引理. 

引理1设开 = (j : >设贝是 U 2 ( K , H ) 的子群，并假设91在 
TU 2 ( K , H ) 之下不变.如果包有一个形如 

⑴ ： ）（A = X / 0) 

的元素，则91包有一切形为 （1) 的元素.更进一步, 01 2 TU 2 ( K , H ). 

【证】 设91包有 

( 2 ) ( 0 ^° ) = ^ - 
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设 77 是 K 的素域，则 /7( A 0 ) 是域而对合 a - 5在 i 7( Ao ) 上诱导出单位自同构 • 
易见 

TU 2 ( n (\ o ), H ) = SL 2 (77( Ao )). 

因此饥在 5 L 2(/7( Ao )) 之下不变•令 


Oli =<nn5L 2 (/7(Ao)), 

则卟为 SL 2 (n(\o)) 的正规子群而且包有 （2). 如果 n(Xo) #巧或巧，则因 
SL 2 ( J 7( Ao » 没有非中心真正规子群， 故％ = SL 2 {n(Xo)), 因此包有 


如 /7( Ao ) =朽或巧，则 Ao = ±1,因之饥 1 包有 


:“)或0 

，醜包有(：-;)、(：；) 


.如 9 U 


设入 =<\/0 为 A ： 中任一对称元素，则 /7(A) 亦为域而 a 
导出单位自同构.易见 


总之91包有 （3). 

6在 77( A ) 上诱 


TU 2 (n(\),H) = 5 L 2 (/7( A )), 
因此饥在 5 L 2 (/7( A )) 之下不变.令 

9 l 2 = 9 tnSL 2 (/7( A )), 


则％为 5 L 2 (/7( A )) 的正规子群，而且包有 （3) .如 /7( A ) /朽或 F 3 , 则因 
SL 2 { n { X )) 没有非中心真正规子群，故％ = SL 2 (/7( A )), 因而包有 （1) .如 J 7( A ) = 
F 2 或 F 3 , 则入=±1.如 A = i , m 2 已包有⑶.如入= -1, 则饥 2 也包有 

(o 0 = (: - ;)'总之讲包有⑴. 

最后，更因 


0 




所以 W 也包有 



对一切 A = M / 0. 因此饥包有 TU 2 ( K , H ). 
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引理1就完全证明了 • 

引理1有下面的直接推论. 

引理 2 设丑=( ® : >设01是的一个正规子群.如 m 包 
有一个形如 

(o 0 (i = Ait0) 

的元素，则 9 T = ri / 2 ( K ,/ o . 

引理3 设欠不是域，也不是特征数/ 2的域 Z 上的广义四元数体， i ? = 
( 1 : ) 而 5 / F2 , 巧.设 91 是 U ^ K < H ) 的—个子群而且在 tu 2 ( k ， h ) 之下 
不变，如饥包有一形如 

( 4) (::) 

的元索，则饥 

【证】由 （4) 为酉矩阵，故有 



分别考査 P 〆 0及 /i = 0这两个情形. 

( i ) n ^ o . 这时对任意 A = a e «• •，叨包有 

(、厂 u 二 r(、)u 二) 

= V ) 


我们断言，存在 A = A e /5 ： •，使 A M A - /X / 0. 否则，有 

A/iA - /i = 0,对一切天 = XeK \ 

特别，取_\ = / i , 立得 M = ±1. 这时,对—切 \ = XeK r , 就有 A 2 = 1;因而 A = ±1, 
这与 S /幵, F 3 的假设相违.因此，识包有一个元素 
(5) (° 二 ）（6 一 0). 

由于，对任意 \ = XeK m , 
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因此，若存在 A = A e A：*, « A - a-Ua— 1 # 0, 则饥包有一个酉平延.若对一切 
A = A € A"*, 恒有 A - a-^a- 1 = 0,那么取 A = 1则得 afi = 1. 于是有 

aX = Aa, 对一切 A = A € Jf. 

因为 5 生成 AT, 故 a e Z. 这时 （5) 可写作 
{ a arr 、 


(a € Z,f = t j^O). 


)(°:)( m = ( iA T 


⑹ 

于是 ？! 包有 

(7) ( " A - 

对一切 A = A € A - *. 如果存在 X = A € K •，使 AtA - 0, 则 91 有一个酉平延 

(7). 否则由 ArA - r = 0对一切 A = A， 取 A = t ■立得 t = ±1，于是有 A 2 = 1, 因而 
A = ±1 对一切 A = A, 这就与 S # F 2 ,F 3 的假设矛盾. 

( ii ) m = 0 .这时 饵包有 

f 0 M 

v - r 1 o ) - 


5ft A = A € A", 


e tu 2 { k , h ). 因此，饥包有 




— ana 


u. n rur=r 

如果有 A = A, « X-^X-'p = afiZ, 则对 fi = n ，有 

仿前可证,有 /2 = 烬使 a * - S/xa # 0, 故知饥包有一个酉平延. 

如果对每个 A = A , 恒有€ Z , 特别取 A = 1则得沒占= a e Z, 且 
5 = a. 这时,对任何 

A = A € Z, fi = fi G Z, 

我们有 

(:■)(“)(-〆 )(； TUT (: T 


1 - Xn (00) 00\ 

、 A - n 2 XP0 - X 2 H00 1 + li\00 


+ X 2 0 p )' 
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令 z 0 表示 z 中对称元素所成之 子域. 我们选取 e z 0 , 使1 - = o. 于是 


得 


2 +入 2 峁 t 


e*n. 


我们进一步断言，可设2 + 

当 Z 0 =朽，则显然 00 = 1. \ = n=l 就满足要求. 

当 Z 0 / F 3 时，由于 A 2 之值不唯 一 ，故恒存在 A = A e Zo, 使 2 + A 2 舶 / 0. 
当 Z 0 = F 3 时，如果 = 2, 则取 A = 1 就有 2 + 2 = 1 / 0. 

以上诸情形均归结为 M # 0的情形. 

当 Z 0 = F 3 而如=1时 ，肩 - 1 =汉于是知 



选取5 = 钇 Z , 令/^ = Z 0 (A), 则 F 为域而 F 〆巧,尸 3 •有 


j € U 2 ( F , H ) CGL 2 ( F ). 


令卟= tnrw 2 (F, 丑)，则9^包有 


，且叫在 tu 2 ( f ， h ) = SL 2 ( F ) 之下 


不变，故卟2 SL 2 ( F ). 因之,恥包有一酉平延 
现在我们来证明定理 2. 如果 /<• 是域，而 a 


(*：) 


d 是的单位自同构，则 

sl 2 ( K ), 


，(二 )） 

5.3 的特例.如 
f 所组成的子域， 

0卜斗， (-: 0 )) = 5 ^> 


所以，这时定理2是第二章定理 5.3 的特例.如果夂是域而 a — 5不是 A： 的单位 
自同构，以 圯表尺 的对称元素所组成的子域，则 K 是仏 的二次扩域，而 
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所以,这时定理2仍是第二章定理 5.3 的特例.同样，如 K 是特征数/ 2 的域上的 
广义四元数体，定理2也同样成立. 

现在设欠不是域，也不是特征数# 2的域上的广义四元数体.设贝包有一个 
非中心元素 


如6 一 0,则 b ~ l a 为对称元素，于是 W 包有 



因此定理2从引理3推出.如果 c # 0,同理可证识包有一个形如 （4) 的元素.最 
后设 6 = c = 0, 则⑻成为 

(：；.)' 


于是 贝包有 

/ 1 A\~V a 0 yV 1 A V a 0 \ / 1 o '^ o - 1 - A \ 

(o i 八 o a - 1 八 o i 八 o a-Ho l )' 

对一切 X = A € / f * .如 a -^ a - 1 - A ^ O 对一个 \ = \& K \ 则定理 2 从引理 1 推 
出•如 o -^ a - 1 -A = 0 对一切 A = A € /<■*, BP aXd = A 对一切 A = A . 取 A = 1 得 
aa = 1, 因之 aA = Aa 对一切 X = A . 因 （8) 不是中心元素，故 a 贫 Z *. 于是依引理 
1.1 知， A ：' 是特征数# 2的域上的广义四元数体，而它的中心 Z = S . 这时， 



因而化到前一情形去了. 

这样定理2就完全证明了. 

§4的单性 （!/ 彡 1) 

我们有下面的 定理： 

定理1设1/ > 1,则除了下面六个例外情形之外， PTU n { K , H ) 是 单群; 例外 
情 形是： 
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. 当 a -* S 不是欠 的单位自同构时, 

ptu 2 ( f 4 , 

PTUi 




PSL 2( F 2 ), 

psl 2 ( f 3 ). 


PTU 3 F 4 , 


II .当 a — 8 是尺的单位自同构时（这时, PTU n ( K ， H ) 是 PSp n ( K )), 


PTU 2 


ptu 2 


ptu 4 


S ： S3 


PSP 2( F 2 ) = PSL 2 { F 2 ), 

= P 5 p 2( F 3 ) = PSL 2 ( F 3 ), 


卜 u ) ?) 卜(秘 


与这个定理等价的一个定理是 

定理 2 设《/彡 1, 则除了六个例外情形之外， TU n ( K , H ) 的真正规子群必包 
在它的中心 之中； 六个例外情形是相应于定理1中那六个射影群的酉平延群. 

当 n = 2时，定理2在上一节里已经证明.当 n > 3时，我们可以更一般地证 
明下面的 定理： 

定理 3 设 n>3 而!/> 1, 并设? H 为 1/„ (尺, H) 的子群.如果 01 在: H7„(K ， H) 
之下不变，则必含在 U n ( K , H ) 的中心之中，或贝必包有 TU n ( K , H )-, 但下面两 
个情形需 除外： 

I .当 a — 5 不是 K 的单位自同构时， 



II . 当 a — a 是 A ： 的单位自同构时（这时 U n ( K , H ) = Sp n ( K )), 


叫卜(二 ' I ' )) =^«)- 
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为了证明定理3,先证下面两个引理. 

引理 1设.如？ I 是 U n (K,H) 的子群，并假设91在 T [/ n ( K , H ) 之下 
不变，而且包有一个酉平延，那么91 2 TU n {K,H). 

【证】设 7 b 为酉平延而 T 0 € 91. 依定理 2 . 5 ,有 ft e rc /„( A ； H )， 使 
[ Ao ,0,- - ,0] \ 

I M I (Ao = Ao ^ 0). 

因 91 在 TU„(K,H) 之下不变，故包有 （1). 

要证 TU n (K,H)C% 只要能证01包有一切酉平延即可.设： T 是任一酉平延， 
仍依定理 2.5, 有 Pe rt /„( AT , /0,使 

( I (u) [ Ao ,0, … ,0] \ 

(2) PTP- 1 = 1^ (A = A 0). 

如能证贝包有 （2), 则因 91 在 TU n (K,H) 之下不变，故91也包有 r . 因此只要证 
明： 在 W 包有 （1) 的假设下，91也包有一切形如 （2) 的元素，但这是引理 3.1 的推 
论. 

引理2 设91是 U n (K,H) 的子群，而且在 TU n {K,H) 之下不变，则识在 
U n (K,H) 中的共轭子群也在 TU n (K,H) 之下 不变. 而且，如果01在1/„(欠,//)中 
的一个共辆子群包有: Tl /„( K , if ), 则饥亦然 • 

【证】设月€ £/„(欠,丑)，则 R~ l mR 为贝在 U n (K,H) 中的一个共轭子群. 
设 : T e TU n {K,H), 则因 RT^R- 1 € TU n (K,H), 

T~ l (R- l( nR)T = R-^RT-^R-^miRT-'R- 1 )-^ = R~ 1( nR. 

这证明了本引理的第一个断言. 

其次，如 R~ 1( JtR D 7^„(尺,好)，则 

912 RTU n {K,H)R~ l = TU n (K,H), 

因此第二个断言也成立. 

现在我们来证明定理3.设饥是 U n (K,H) 的正规子群，而且91在 TU n (K,H) 
之下不变.如果 W 不属于 U n (K,H) 的中心，则91必包有一个非中心元素因此 
存在一个酉平延 r , 使 

TUN + 1. 

由饥在 TU n (K,H) 之下的不变性，更知 T^N^TN e m. 
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依第七章定理9.1，可设 

T = I + Hv ' Xv , 

其中 w 为 n 维迷向向量.即 vHv 1 = 0,而 X = A/0. 于是 
N~ l TN = 1 + X ( vN ). 


考査 


U). 


因 vHr ^ = 0,我们有 


vN 


H 二 


vhJZW ) \ 

0 / 


我们分别以 r 两种情形进行研究. 

⑴ 

究. 


vHWf = 0.这时^ ^ j 是全迷向的.我们再分以下两种情形进行研 

)| 


| 的秩等于 1. 那么 vAT = av,a ^ 0 ,a e K . 于是 


T -i N -i TN = (/_ Hv'Xv){I + H{vN) X{vN)) 

=/- Hv f \v + H{vNf \{vN) 

=1 — Hv'\v + Hav'Xav 
=1 + Hv'(aXa — A)w. 

因 T ^ N^TN # 故 aAa - A / 0, 因之 T ^ N -' TN 是个酉平延.这就证明了饥 
包有一个酉平延.由引理1知91 2 TU n (K,H). 

" I的秩等于 2. 于是这时 u ^ 2 . 我们注意 


( i *2) 


vN , 


0 0 (1 ，"~ 2) 
1 o( 1,n _ 2 ) 


\ / 1 0 oG ，”- 2 ) V = / 0 o\ 

) \0 1 O。，"- 2 ) J = ^ 0 0 )' 


因此依第七章定理 6.1 的系理2,有 fl € [/„(«■， if), 使 

( v ) 月 一 （ 1 0 0 (1 '"- 2 > ^ 

\ ujv / 一 k 。 1 oo，**- 2 ) y 

令％ = 则？ u 包有 

R^T^N^TNR = R^T^R- R^N^TNR. 



§4 PTU n (K,H) 的单性 (t/^ 1) 
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我们有 


P~ 1 T~ 1 R=I - H(vR) X{vR) 


=/ - ■ ff ( l ,0,0( 1 ，"- 2 ))， A ( l ，0,0( 1 ， n-2 )) 
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第八章酉群的构造（ I /多1而正交群除外) 


以及 



这是一个酉平延. 

今设 K 的特征数 =2. 则卟包有 



如果 A / 1，令 c » = A , (3) 就是一个酉 平延. 现在设 A = 1. 如果一/' 2 选取 
a e 5, a # 0,1,则 a 2 # 1,而 （3) 化为酉平延 



§4 PTU n ( K , H ) 的单性 («/> 1) 
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如果 S = f 2 , 则尺 = F 2 或尸 4 .先研究 K = F 4 的情形.设 A ： = F 2 (x),xx = l,i = 
x + 1. 在 （3) 中选 a = re , 则⑶化为 



于是91:包有 



这是一个酉平延. 

如果 K =巧，这时 rt 是多6的偶数而 U n ( F 2 , H ) = 5 p n ( F 2 ). 为书写简便起 
见，设 n = 6. 我们已经知道识！包有 
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第八章酉群的构造…> 1而正交群除外） 



而这是一个酉平延. 



§4 PTU n (K, H) 的单性 (d) 
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(ii) vHjZN^ 勞 0 ■令 = a ，则 


0(*’ 卜” 0 0 0 \ / 1 0 0 0 V _ / 0 1、 

0 1 0O 1 ) 0 J I 0 0 1 0 (1 • 卜 ” 0 j - \-1 0 ) 

里 6.1 的系理 2, 有酉矩阵 ft , 使 

1 0 O 1 ) 00 N / v \ R 

0 0 1 。 ( 以 - 1 ) oJ — L l ) \ vN )' 


故依第七章定理 6.1 的系理2,有酉矩阵尾使 

( 1 0… ） 0 0 0 ) =卜- 1 
、0 0 1 0 G ■卜 " 0 / \ 1 

只要证明恥= R~ 1( nR 包有 TU n ( K , H ), 就从引理2推出‘ 


mDTU n (K,H). 


我们知道讲 i 包有 


r^)(T-^N~^TN)R = (/?- ly 1 J?) (/?- 1 AT- 1 TNR). 
由⑷我们有 w/l = ( a ，0, -. . ,0)_ 因此 

R -i T -i R = /_ HjvRf\(vR) 


(oAo, 0, • • • , 0] / 


r-^N-^TNR = / + H(vNR) X(vNR) 
(I [A,0, -- ,0] \ 


0( 卩 - i ) 

(5) R- 1 (T- 1 N~ 1 TN)R= a\a 1 + aXaX 

Q(V-l) /( 卜 1) 



由于 


第八章酉群的构造 （*/ > 1而正交群除外） 


1 ) ( oAa 1 + aAaA ) ( A " 1 1 ) = ( - A ' 


A _1 /xA J ' 


其中 /x = 2 A - 1 + dXa e S , 所以卟 包有 


⑹ 


0 A 

O— 1 ) 

- A -1 fiX 

O(v-i) 


如果 S # 或巧， 则从引理 3.3 推出叽包有酉平延.于是我们的定理就从引理 
1推出. 

剩下来还要研究 S = A 或 F 3 的情形. 


0 


( ii -1) S = Fj . 这时 if = F 2 或心.因 t / 3 巧， 


是例外，所以只 


需研究 n > 4的情形，而这时一定有«，^2.以下为书写方便起见，设 n = 4.这时 
(5) 化为 



§4 PTU n (K,H) 的单性 （》/ > 1) 
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令 》i = (1，1，0,0)，则 


注意 


7\ = / 十 Hv{vi 






Tf^f'T.TV, 







//⑷， 


viNi =(1,1,1,1). 

但是 

viH(viNi) r = 0 ， 

这就化到情形 （ i ) 去了. 

( ii -2) S =朽.这时 K = F 3 或 F 9 . 分别研究这两个 情形： 

( ii -2-1) K = F 3 . 这时 U n (K,H) = Sp n (F 3 ), 因之 n 为偶数.为书写简便起见, 
以下设 n = 4.这时 （5) 化为 






于是 CTU 包有 
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因此 . 卟也包有 



令《3 = (1，1，0,0)，则 
与 M 线性无关.令 
则 n 2 t 2 ^ t 2 n 2 . 注意 


= (1,-1, A ,- A ) 
Tj = I + HV2V2 , 



A 


-A 



( 1 \ 


( 1 \ 

(1,1,0,0)( ' : ) 

-1 

= (0011) 

-1 

K - 1 0 J 

A 

< > 

A 

、-入 > 


这又化到情形⑴去了. 

( ii -2-2) K = ^ 9 -为书写方便起见，设 n = 3•于是 



而 S = - i . 因为内= F3(x),x + x = 0,xx = 1,x 适合 x 2 + 1 = 0. 这时 （6) 化为 



而 /i = - A(l - aa ). 如果 a * = 0, 则饥！ 包有 




§5 群 ■ ，好 ）（n = 2") 


如 p / 0,则 aS # 1,于是 a 5 = - 1,因之 /i = A . 这时⑹化为 




对一切 peK . 因之91包有 


对一切 pe 所以贝包有 





—(1 +z)i(l + x) 
1 

i(l +x) 


而这是一个酉平延.这时我们的定理从引理1推出. 
这样，定理3就完全证明了. 



§5 群 U' n {K, H) (n = 2u) 

在本节中我们假定 n 是偶数而且71 = 2 k 于是 
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依第七章定理 7.4, U n (. K , H ) 中任一矩阵可表成形状 


( I \ 

(A ) 

y\ 

(i-j J \ 

U J 

{ ) 

\ n 

\ -j ) 


其中 ； = X,Y' = Y,A 可逆,而 J 2 = •/ 是对角形矩阵，因此也可表成形状 
fA B \ ( I-J J \ 

⑴ U D 八 -■/ I-J)' 

其中>1可逆而 J2 = J 为对角形矩阵.首先我们证明 

定理1如果有两种方式将 u n ( K , H ) 中一矩阵 r 表成形状 （1): 

/ 

(2) S - 

V ° u / \ l ~ J / \ 

其中和山都是可逆矩阵而 J 2 = •/ 和 J ? =山都是对角形矩阵，则 

det y4(det/4 1 )- 1 € S'C/C, 

这里 S * 表 S 中非0元素所生成之群,而 C 表的换位子群， S . C 表由 S •和 C 
所生成之群， S.C/C 表 S * C 对正规子群 C 的商群. 


(A B\ 

(I-J 

J \ 

-卜 


f I-J, Ji \ 

U D) 

{ -J 

I-J ) 

V 

D i J 

\ —J\ I — ) 


【证】 

由⑵式得 



J A 

Ui 

M J 



△ )(， 


-Jx 

Ji 


-Ji 

I-Ji 


A B \ f I-J-Jx 
,C D)\ -(J- 


+ 2 JJ \ J — Ji 
Jl ) I - J - Ji + 2 JJy 


A , = A{I - J-Ji + 2 JJi ) - B(J - Jl ) 
= A{I - J-Ji + 2 JJi - A y B { J - Ji )). 


det Ai =detA det (/ - J - Ji + 2 JJ , - A ~ l B { J - Ji )) 

=detA det (/ - J - Ji + 2 JJi - {J - Jj )). 

因 A ~ l B 是哈矩阵，故 A ~ l B 的主子矩阵亦为哈矩阵.于是本定理从引理 1.2 推出. 

系理如果将 U n { K , H ) 中一元素夕表成形状 （1), 其中 det X e 5 W / C , 则 
E 的任意另一表法亦有此性质. 



§5 mU ' n ( K , H ) (n 2 i /) 
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我们以 U ' n { K , H ) 表那些酉矩阵 T 的集合，它们具有 性质： 如果将 i ： 表成形 
状 （1) ，则 det >1 6 S m C/C. 

基于定理1,我们可以如下地定义一个从开）到 K.IC 对 S^C/C 的商 
群 (KyC)/(S-C/C) 之中的 映射妒 首先，将 Un ( K , H ) 中一个矩阵 r 表成形状 
(1), 那么定义 

rP ： E- {detA)S*C/C. 

下面我们将证明少是个同态映射.为此，我们先证明下面三个引理. 

引理1 设都是哈矩阵，则 


【证】 我们有 




+ YX (I + YX)Z + Y 
I + XZ 


设 y 的秩为 r, 于是有 X !/可逆矩阵 P 存在，使 
PYP 1 ■- 




其中！/ = I/ W 为 rxr 可逆哈矩阵.不妨设 

-(T / 小 . 

其中开 为置换矩阵，0为•矩阵.将户作与 py 户同样的分块, 





置⑶则 
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0 ) ' 


则 Q 为 x «/可逆矩阵.置 
( 4 ) & = ( 

则 


Q 
0 Q'~ 


°-) r, = ( 


^2 B 2 

c 2 d 2 . 


i 4 2 = 


y _1 + x 0 \ 

0 ) 1 


B2 = 


{ v T ：) 


因 a： 和 y 都是哈矩阵，故 y 1 +:c 亦然. 设的秩为 s, 则有 r x r 可逆 
矩阵亡存在，使 

'00、 


t{y~ l +®)r = 

其中 2 为 a x s 可逆哈矩阵.不妨设 


‘ 0 2 , 


，/ <«—) a ' 
/ <*) 


其中“为 r x r 置换矩阵而 a 为 （r - s) x s 矩阵.令 
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其中 h 为置换矩阵，所以 


/ /o a \ 

r ti 0 、 

(1-J1 Ji > 

1 ^ \a' 0 

0 J( v - r ) 


l o( v - r )J 

0 

-Jl I-Jl 

I {v) / 

、 0 i^~ r \ 



其中 


^= zr _1 


又因为 


其中朽为置换矩阵，所以 

'l-Jx Jl 

/( vr ) 0 

-Jl I ~ Jl 

、 0 I^-r)J 


J ( r > 0 

0 


J ( r ) 0 0 

I (U ~ T) -PJi 0 
/ (r) - 

\ 


其中 


因此，如果写 


J 2 = ^~ l 




Pl 1 

(I ~ Ji Jl \ 


\ —^2 I — J 2 ) 

0)- 





— J2 

J 2 I-J 2 


a = (rgp)- 1 ^ 


(*> 、 

(^ \ 


V 0(1 - Jl) IH ) 


detT = C , detP = C , detQ = dety' 1 € S m C / C , 




§5 群 C/;(A ■，/ 0 (» = 2»/) 
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det^i = C, detPi = C, detv44 = detz e S m C/C, 

所以 

detAe S.C/C. 

因此 r e u' n {K,H). 这样引理 1 就证明了 . 

引理 2 设乂为 I/X< / 可逆矩阵.设 


1 ^<1 < • • • < t r < I/, 1 彡 tr+1 < • • • < * 1 / < V, 

1 ^0\ < …< jV 彡 *^ 1 彡 jr+1 < • • . < jv < v 

而且 il , …， ir ，* r + X > • • • I *i / 及 J _ l ， …， ir , ir +1 , …， jV 皆 1,…， V 的排列 • 

\^ a ( 


对 A'~ l 


i\-ir 

ir+l •••*!/ 
jr+l-'-jv 


表 4 中位于 (ifc.il) (*,/ = l, - ,r) 处的元索所组成的子矩阵 , 
j 亦有同样的意义.设 


if “… 
、:;1 …. 


^0, 


detA ( ” … * r ) det^- 1 ( jr+1 " l,/ 'j (deM) -1 € S m C/C. 
\ Jl -Jr J \jr+l ， "j v J 


特别，如 detAe S*C/C， 则 


( il - 

' ，r ] detA , -> 

ir+l- 

•M 

V Ji- 

> J 

jr+1 ■ 



e S * C / C . 


【证】设/ > 和 Q 是置换矩阵，使 S = iMQ 的1,2, ••- , r , r + l ,... , t /行依 
次为 /I Wti ,-' - , tr , ir + i ,- - 行，而丑的 1，2, …，》^ + 1,...，》/列依次为/1的 
ii »• • •， jV ， ir + i ， …列.设 


(c ： ^ 


ii • • •i r 

、 Ji - jr , 
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= (* ( Dx - c ^ r 1 ^/ -1 
由于 S = PAQ, 所以 B'- 1 = PA'^Q , 因此 


因之 


注意到 


B'~ l 

( r+1. 




V r + 1. 

■ u J 


= A , - 1 

( *r+l - 

•M. 



^ ir+1- 



detA( <1， ' ir ) 

detA ,_1 

( *r+l - 

•M 

\ ji -jr J 


V >+1 - 

. 士 ) 

det>4i det(2?j — C\i 

^Bx) 




= det^i dettD! -CiAj-^OIdet^i - CiAf^OJ- 1 

[ de ^- CMr 1 ^/]- 1 - 


[det(Dj 

: {det(Di e S*C/C 


以及 

detAS*C/C = detBS*C/C = dety4 x det(D, - CiA^B^C/C, 

所以 

detA ( 11 … lr ) det^- 1 ( 4+1 … ) (deM 广 1 e S m C/C. 
\ Jl 'jr J V jr+l -ju ) 

引理 3 设 J 2 = •/ 和疗 =A 皆是对角形矩阵.可以表 


(i-j j 、 

- U * V 

.( A ^ \ 

f I-J2 j 2 \ 

V ~ J i—J, 

/ V - J i i-Ji ) 

~ V 0 A 1 - 1 J 

\ ~J2 I - J 2 ) 
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其中 det^g S * C / C 而 J ! = J 2 也是对角形矩阵. 
【证】我们有 



( I — J — J \ J J \ — 2 JJi \ 
(—(J + Ji — 2 JJi ) I — J — J \ J 


令 J2 = J + — 2«7</1，则 


取 >1 = J - 2 JJi 即得出引理 3. 

基于上面三条引理，我们可以依次推出以下诸事实（以下 J,Ju - 皆表对角形 
幂等矩 阵)： 

⑴设>1为 1 / x 可逆矩阵，写 


⑺ 


(I-J J \ 

(A \ 



(I-Ji Ji \ 

V -J ) 

\ / 



\ -Jx I-Ji ) 


其中烏可逆，则 ( det ^)( det / l ,)- 1 € S * C / C . 特别，如 detAe 则⑺属-丁 • 

U' n ^,H). 

【证】将⑺式写作 


/ A! J W >1 \( I-Ji -Ji \ 

V Ci Di / V - J 1 - J J V A '~ l A ^ I-Ji ) 

比较上式 (1,1) 位置的矩阵块,得出 

Ai = (I- J)A(I -Ji) + JA'~ l Ji. 


于是 

detAi = det [(/ - J ) A{I - + JA ^ Ji ]. 

依行列式的展开定理及引理2,推出 

detAi ( detyl )^ 1 € S m C / C , 


因之 


deU ( det > li )- 1 € S * C / C . 
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(ii) 设 :^ 则 


【证】写 



det[T + (I-J)YJ] = C, 


因此 

E€UUK,H). 

(Hi) 设妒 = A •，则 




eK(K,H). 


【证】写 

r 


(i-j + jx j \ / i-j -j W j 

V -J + (i-J)x i-j J { j i-j ) ^ 

:)(n 


I + JX(I-J) 


显然 


det[/ + JX(I - J)] = C, 


(iv ) 设 



是两个酉矩阵而 4 和烏皆可逆.写 



§5 群 [/;(/$ ： , 好 ）（n = 2t/) 
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则 det Adet Aiidet 也 疒 1 e S^C/C. 特别，如果 E,Ei € 1/；(夂,/0,则及 € 
U' n (K,H). 

【证】表 



其中 X,Y,X x ,Y x 都是哈矩阵，则 


其中 Y 2 = A； l YJT~ ,X 2 = ^XA 1 . 于是由引理1即可推出 （ivj. 
(v) 设 

„ ( A B \ . . 




- J\ Ji 


其中 X 可逆，则 det>l det A! e S'C/C. 特别，如果 27 € t/; (尺，丑)，则 27- 1 亦然. 
【证】我们有 


丑） 


& 1 

(I~Ji Jx \ 

D 

\Ci 

A J 

\ I-Ji ) 


于是 （v) 由 （iv) 及引理3 推出. 

(vi) 设 

s -{c :) 卿 ，》). 
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则 det ^(det Ai)- 1 e S*C/C. 特别， fB E € 则及亦然. 

【证】写 


A B 
, C D 


Hn)n: 


于是 


I - 

J J 




7 I- 

j)[ 

A'- 1 

Ai 


(1-J1 

Ji 

c 2 

d 2 )' 

i , -J2 

I — J2 


^ Y 

(M b 3 



XU 

)(“)n) 

-■h J 2 V / r \ 

_ J 2 I - J2 / \ I ) 
V /-^3 J 3 V / - j 2 h Y 

A - J 3 Z --/3 A - J 2 7 -^A 1 

A 4 B 4 V A 5 V I-J4 J4 \( 1 Y 

C4 Z? 4 八 石 ' 1 八 - •/< / - «/< 八 I 


、 C2 D2 

f A t B 4 

lc 4 Z ? 4 


D 3 , 


其中 J 7 , J 3 ,- 

质 


因此 


(根据⑴) 

(根据 (iii)) 

(根据 （iv)) 

(根据引理 3 ) 
(根据⑻) 

(根据 （iv)) 

(根据引理3)， 

./ 6 皆是对角形幂等矩阵，而 A 2 ,A3,---,A 9 皆是可逆矩阵，并有性 


det ^(det A 2 )~ l e S m C/C, det A 3 = C, 

det Ai det A 3 (det A 4) -1 € S*C/C, det A5 = C, 
det = det A4 det A5 = det ^ 4 , det Ay = C, 

det i46 det A 7 (det ^广 1 € 5*(7/(7, det A 9 = det As. 


■^6 

B 6 \ 

(M By 


~ J* J* \ 

c 6 

De) 

v C 7 d 7 

A 

-Ja I — Ji J 


丑 8 、 

(I-Js 

a 

V I-J* Ja 

c 6 

Ds ； 

V -^5 / 

-j 5 

A i-j* 

^9 

丑 9 〉 

(I-Je 

■h 


c 9 

D s / 

V -J 6 / 

-Je 

) 


det^Cdet ^)- 1 e S m C/C. 
可是根据定理 1, det / lifdetAs )- 1 € S*C/C, 所以 


det y4(det 七广 1 e S*C/C. 
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因此 （ vi ) 成立. 

基于以上诸事实,我们可以证明 
定理2 设 表 

(1) E = 

其中 A 可逆而 J 2 = J 为对角形矩阵.则从到 

{Kyc)/(S-c/c) 

之中的映射 

矽： r-» (det A)S m C/C 

不依赖于 r 的特殊表法.更进一步,这个映射是从以 ( A •，丑 ） 到 

(K-/C)ns-C/C) 

之上的同态映射，而 U' n {K,H) 是它的核，于是 

U n (K,H)mK,H) » (KVC)/(S'C)/C« K*/S.C. 

【证】根据定理1，知映射分不依赖于 i ： 的特殊表法 （1). 这个映射是映上 
的这一点是显然的.现在来证它是个同态.设 

Si 

其中山可逆而 A 为对角形矩阵.则 
EEi 




(I-Jl Jl \ 


认 J 

V -Ji t-Ji ) 


A 

\C D 
f A B 
Ic D 


V/-^ J V>li Bi V/- 

八 -J J — •/ 八 Ci 八 -. 

X a 3 B 2 y i~j 2 j 2 V/- 
c 2 d 2 )\ -j 2 i-J 2 )\ - 


Jl 

Jl 1 
-Jl 
Jl 


Jl 




(根据 （ vi)) 
(根据引理 3 ) 
(根据 （ iv)) 

(根据引理 3) 

其中都是对角幂等矩阵，而 A 2 , A 3 , A4 , A 5 都是可逆矩阵，并且有性质 


A 

B )( 

'^3 

Bz 

V i-h j 3 \ 

C 


、 C 3 

d 3 

八 - A I-J 3 J 

At 

B 4 、 


-Ja 

•h \ / I — J3 J3 

Ca 

D * , 

A - 

-J* 

I ~ Ja y \ -J3 I — J3 

Ah 

B h 、 

\( 1 

-Js 


c 5 


八 - 

-Js 

I-h ) 


det>li (det ^ 2 ) -1 € 5* C / C , 


det A3 = det ^ 2 , 
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det 乂 deti4 3 (detyU) _1 € 5*C/C, detA 5 = det/L,. 

因此在映射 t/> 之下， 

ES X -* det A b S'C/C =det A a S 'C/C = detAAet A 3 S*C/C 

=deti4det A 2 S m C/C = det AS r C/C det A X S'C/C. 

这就证明了定理 2. 

§6 U n (K,H) 的换位子群 （n = 2i/) 

在本节中我们仍假定 n = 2!/, 并采用§5节的记号，首先我们证明 
定理1 U' n (K,H) 包有 U n (K,H) 的换位 子群. 而且 U^K,H) 即是 U n {K,H) 
的换位子群，除开 n = 2而且 S =巧或的情形和 n = 4而且尺=朽的情形. 

【证】本定理的第一个断言是定理 5.2 的直接推论，因为 K”C 是交换群，它 
的商群也是交换群. 

要证本定理的第二个断言，只要证明 U' n (K,H) 中任一元素皆可表成 U n (K,H) 
中元素的换位子之积即可.先以 C 表 U n (K,H) 的换位子群.证明分以下几步进行. 
(«) 首先，我们设 n = 2，!/ = 1,而来证明一切 

(i 0 Cx = x) 

皆属于 C. 如果 K 的特征数笋2,3,则对任意 A = A, 

(1 8A、=(3 0 0 口 1 一 1 

(0 lj3- 1 八 0 1 八 0 3- 1 ; \0 l )' 

都属于 C, 因此 



我们的断言成立. 

如果 K 的特征数= 3,这时因 S /巧，故有 Xi = Xijt 0,±1. 于是 
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因 Ai / 0，±1，故 A ? - M # 0•令 A 2 = A ?- 心，则 A 2 = A 2 # 0而 


0 


入 2 


e c . 


如 A 2 = 1, 则 



如 A 2 = _1, 则 



如 A a ^ O ，± l , 则 


d 

("W 

「 X 1 

f 卜 

( 

a 2 ~ 1 + 1 ) 

(a 2 -> +1)- 1 ) 


) 

( V 1 +1 

于是也有 

(AJ' + I) 1 ) = ( 

Aa + AJ 1 
1 

_i )“. 

0( 

1 A 2 + V-l ) 1 ( 】 

?)( 

7 卜 

我们证明了 e 总包有^ 

1 ;). 于是⑽ 



('-■ 

K 1 

r=c 

T ). 


对一切 X = 因而包有 
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对一切 A = A ^0,-1 

.当 A = -1 时， | 

包有一切 

( 1 2 A 


U 1 

因此 C ： 包有一切 



(A = A ). 


(o 1 J ( ^ = A) ' 

再研究 A ■的特征数= 2的情形.如 A = X #0，1， 则 


/ 1 A 3 + A 2 

)=r 

(A 

+ ')-)( 

iA r) 

• ( A + 1 

(A + l)- 1 ) 

■'( 

1 A + l 、 

1 i 

-i 

) e€ 

(、- -H 1 

A r) 

( A 

A- ) ' 1 

( 1 A + l \ 

、 1 卜， 


对一切 _\ = A #0，1; 即 


(: 


对一切 A = A # 0,1.但是 S #巧，确有 A = X / 0,1,故 




所以这时我们的断言也成立. 

( ii ) 其次，我们断言,如 n = 2»/彡4,则 

(I (v) [0，--，0， A ，0，- ,0 l 、 

V ' M ) ' 

对一切 A = A ^ 0. 这只要证明当 S = 巧或 F 3 时，我们的断言成立即可.为书写 
方便起见，设 n = 4.注意 
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属于 ( C , 对一切 \ = \^ QRA ^ SLi { K ). 先设 5 = F 3 , 这时 A " 的特征数为 3 .取 





因之 < T 包有 



对一切 A = A # 0.于是 C ： 包有 



对一切 A = A ^ O . 同理可证 < f 包有 



对一切 A = A ^ 0. 

再设 S =丹， 这时尺 的特征数=2•在 （1) 中取4 f f j ，则 

UK 1 :) 十。 H。). 

如71 > 6,为书写方便起见设 n = 6.则 e 包有 

' 0 A \ 

1 ^ A A 

0 

/ (3) 
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对一切 A = A ^ 0. 即我们的断言成立.如果 n = 4,则 A " = F 4 . 令 A 
^( a :),® 2 +1 + 1 = 0. 在 （1) 中取 ^ | 注意这时 _\ = 1,故 

( ： 0( A o)( 1 0-( A o)=0 0=0；) 

再在 （1) 中取>1 = € = 1 ) ，则 



于是 e 包有 


因而 e 包有 


以及 












所以 e 包有 



故这时我们的断言 （ u ) 也成立. 
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( iii ) 现在我们证明包有- 

-切 



( 

7 ]) M . 



如 y 不是交错矩阵，则有 V X V 

可逆矩阵尸存在，使 



PYP , = [\i,- ■ 

, Ar ,0,--,0 l ( A ： = Ai ； 1 < * < r ). 


于是 




( I y \ ( p- 1 ^ 

(I ( Ai , -, A r ,0, --,0] \ / P- 1 

V 1 

{ 一 1 P 1 ) 

\ I 

八 



(I [ Ai . O ,-- ,0] \ , 

( p- 1 V 

-1 


l / 

l P 1 ) 


.( P- 1 ) 

,(I [0, … ,0, A r ,0,--- ,0] \( P - 

1 V 1 

{ P 1 ) 

\ / 

八 

P ') 

厲于 C . 如 K 交错，这时尺是特征数为2的域而, 

a - a 是单位自同构.于是 

y + [ i , o , •■- , 0 ] 不交错.因此 




( / y ) = ( z _, o i ) ( ^ 


€€. 

同理可证 e 包有一切 

( 

x ,) 



( iv ) 像定理 2.1 的证明中一样，可以推出 



( 

-J I-J ) 



对一切对角形矩阵 •/ = J 2 ; 以及 




(o /') eC ' 



对一切4 e SL V ( K )； 以及 
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( 2 ) 


.T) 士 : H 


对一切 D(A) = [1,--- ,1,A],A = A. 由于 

P )(° 

所以 


i)(、)r JC- s >(- 


(aba~ 1 b~ 1 ) 


对一切 c€C. 

(v) 最后，设 i ； e ff). 将 i ： 表成形状 




其中 >1 可逆而 J 2 = J 为对角形矩阵.因1： e UUK ， H ), 故 


detAe S'C/C. 


将 E 表作 



再将 /I 表作 


A = D ( n ) B , 


其中 D(/i) = [!,••• , l , fi ], BeSL v ( K ). 要证明 re e, 只要证明 


⑷ 

因为 det 4 = 〆?, 而 


^ D ( H ) 



e 


det A € S*C/C, 


所以 

nCe 5*C/C. 

因此 p e S*C, 这样，从⑵，⑶即可推出⑷. 

定理1至此完全证明了. 

最后我们研究 U“[K ， H) 与 TU n (K,H) 的关系. 
定理2 设 n = 2 j /， 则 TU n (K ， H)c U' n {K,H). 


h 
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【证】 设 r 是一个酉平延，则有 t/et/„(A：， 丑)，使 

Ti = UTU~ X = ^ 1 【 A , 0 ’y ’ 0 l) (A = A ^ 0). 

显然 7\ e KCK •，丑 ) •因 U“(K,ff) & U n (K,H) 的正规子群，故 r €以⑻,#)•因 
此 TU n (K,H)c U' n (K,H). 

定理 3 设 ti = 2i/ > 2 ,则 TU n {K,H) = K(K,H). 

【证】 只需证 U' n {K,H)C TU n (K,H). 根据 K(K,H) 的定义及定理 2 _1 的 
证明，这是很显然的. 

注意，当 n = = 2时，有例表明 U ^( K , H)jt r£/ 2 (A ■，丑 ) .设尺 是特征数峙2 

的域 Z 上的广义四元数体，则 

TU 2 (K,H)= TU 2 (Z,H) = SL 2 (Z,H). 


但是元素 

(。 

如果 aa == 1, 即 a 的范数是 1. 
定理 4 设 n = > 2, 则 




U n (K, H)/TU n (K,H) « (KyC)/(S*C/C) * K m /S m C. 

更进一步 , TU n (K,H) 还是 U n (K,H) 的换位子群，除开 n = 4 而 if =朽这一情 
形 . 



第九章特征数# 2的域上的正交群的 
构造…彡 1) 

§1复 习 

前面已经提到过，如果我们把特征数/ 2的域 F 的单位自同构看作是它的对 
合性反自同构，那么就可以把 F 上的对称矩阵看作是哈矩阵，因此还可以把 P 上 
对于非退化对称矩阵 S 的正交群看作是对哈矩阵 S 的酉群.因此第七章中关于酉 
群的一些结果对于正交群也成立，但应注意的是正交群里没有平延. 

为了今后的需要，我们把所需要的第七章中的结果重新叙述 如下： 

定理1 设 X 和 y 是两个 P 秩的 p x ri 矩阵.那么， O n ( F , S ) 里有一个元素 
t 存在，使尤= yr 的必要且充分条件是 xsx' = ysy '. 

这是第七章定理 6.1 的系理 2. 

当！/ = | 时，不失去普遍性,我们可以假定 

于是第七章§7的主要结果可以归纳成 

定理2 当 t / = ^时，以下这些元索都是 O n ( F , S ) 里的 元素： 

(1) ( ^ A ，_ x j ( X 是 《 /行 j / 列的可逆矩 阵)； 

(2) ( J ?)&(&,) (Q 是斜对称矩阵，即 Q ，= _ Q ); 

(3) G 二 I j J ) (户=•/是对角矩 阵)； 


而且， O n ( F , S ) 里每一个元素，都可以表成下面的形状; 



这里= - X , >1是可逆的，而 J 2 = •/ 是对角矩阵. 
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当0 < 2i/ < n 时,不失去普遍性，我们可以假定 


S — 


0 


0 


A 


而 d = 4 ( "-叫是定号的对角形矩阵.于是第七章§8节的主要结果可以归纳成 
定理3 当0 < 2!/ < n 时，以下这些元素都是 O n ( F , S ) 里的 元素： 

(A B ' 


(5) C D 


，而 


I , 


A B ' 
CD, 


在 02 u { F , Si ) Si = 


' 0 ' 

/(•0 o 


⑹ 


，而 1/ 在 0„_ 2t/ (F,4) 中； 


⑺ 


，而户 =■/ 是对角 矩阵； 



' /…） -\ PAP ' 


/ ) 

⑻ 


和 

--P^P , I -P 


v AP ' 

j(n-2i/) J 

AP 1 I J 


而 P 
⑼ [ 


， n _ 2 〜 是任 意的； 而且, On ( F , S ) 里每一个元素都可以表成下面的 形状： 
B \f I - l - YAY ' - y \( J I - j \ 


~ l XAX， 

AX ' 


I 

AY ' 


定义正交群里的一个元素: r 称为对称，如果 r 2 = /而且 r - J 是秩为1 
的. 

定理4 设 r 是正交群里的对称，那么适合 t；r = -t； 的向量组成一个一维 
的非迷向向量空间V，称为 r 的负空间，而 K* 则是所有适合 vT = v 的向量的全 
体.反之，给了一个任意一维的非迷向向量空间就有一个唯一的对称以这个空间为 
负空间.更进一步，以非迷向向量 T； 所生成的空间为负空间的对称： T 可以表成下 
面的 形状： 


(10) T = I - 2Sv , (wSt/)- 1 t;. 

这个定理是第七章定理 9.2 的特殊情形. 

我们要用到下面这个基本的 定理： 



§1 复 习 
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定理5 O n ( F ， S ) 是由对称所演 成的. 更进一步, O n ( F , S ) 里每个元素都可以 
用不多于《个对称的乘积表出来. 

先证以下几个引理. 

引理 1 设 4 为一个 nxn 对称矩阵，若 xSi / / 0 的维向量 x 皆使 
xAx ' = 0,则 >1 = 0,除非 n = 2 ,F = F 3 而 S 合同于 ± ^ J 二). 

【证】不妨设 S 为对角形矩阵 


取 e ] = (1,0, … ，0), 贝 (I eiSe [ / 0. 于是从 e \ Ae' x = 0推出 an = 0. 同理吻= 
…= arm = 0. 

取 ei 2 = (1,1,0, ••• ,0). la ei 2 Se' 12 ^ 0, 则从 e l2 Ae[ 2 = 0 推出 a 12 = 0 .如 
ei 2 5ei 2 = 0 而 n 彡 3, 令 e„ = (0,0，-.. ,0,1), 则 ( e i2 ± e„)5(ei 2 ± e n )' / 0, 于是从 
(ei 2 土 e n ) A ( ei2 ± e„Y = 0 也推出 ai 2 = 0. 因此，如 n 彡 3, 同理可证 = 0 (i < j), 
于是 >1 = 0 . 

最后考査 n = 2的情形.这时 


亦有 ei 2 5 ei 2 ^ 0,因此这时也有4 = 0.如幻= - s 2 , 写 


如 F / f 3 , 则有 A e F *， 使1 - A 2 / 0.于是 

( l ，<\) S ( l ， A )，= ( l - A 2 ) s /0， 
因此从 ( l , A ) A ( l,Ay = 0也推出 a 12 = 0. 因此也有 >1 = 0. 
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这就证明了引理 1. 

引理2设 a ; 和 y 是两个 n 维向量，具 性质： 

xSx ' = ySy ' 及（： - y ) S(x - y )' ^ 0, 

则有一对称取存在，使2/ = 

【证】因: r-y 非迷向，不妨设 

i-y = (a,0，.. - ， 0) 


而 

于是取 






0 

/("->) 


则 （* - = -(a: - y), 即 

(ID 

x(W + 1) = y(W + 1). 


当 

x = (xi, ••- .*«), y = (yu - ,y n ), 

则从 （11) 式推出 X2 = y2 , - ■ ■ , x n = y n . 再从 xSx ' = ySy 1 推出 z? = y? •因 a: / y, 
故 a：i = - y \. 因此 y = arlV. 

现在来证明定理 5 _ 先考査 n = 2 ，F = 及 S =( 二 二) 这个情 形. 
o 2 (丹， (: 二 )) 一共由四个元素，即 


0 





0 


组成.这时定理5显然成立.在以下的讨论中，我们永远除去这一特殊情形. 

设: T e O n ( F , S ). 我们用归纳法像 n 来证明 r 可表成不多于 n 个对称之积. 
先设有一非迷向向量: n (即； T5〆 笋 0) 存在，使 zr = :r. 这时，可将 S 和 r 同时 

化为 

S= (o 才 0 - 1 ))， T= (o Tf 0 - 1 ))， 
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其中 负是 （n _ 1) x (n _ 1) 对称矩阵而：^ e O n - X ( JF , S x \ 于是依归纳法假设，7\ 
可表成不多于 n - 1个对称之积，因此: T 也可表成不多于 n - 1个对称之积. 
再研究 

A = ( T - I ) S(T -1)'. 


分以下两种情形来 讨论： 

( i ) A ^ O , 依引理1,有 n 维向量 a : 存在，使 

xSx'^O R xAx ' ^ 0. 


令 


y 


xT . 


于是 


xSx ' = ySy ', 


(*- y ) S(x - yY = x(I - T ) S(I - T)V = xAx ' ji 0. 
因此依引理 2, 有对称取存在， 使 ; r = i /灰. 于是 
x = xTW . 


根据适才证明的断言，: rw 可表成不多于 n - i 个对称之积，因此 r 可表成不多于 
n 个对称之积. 

( ii ) i 4 = 0.即 

也即 

将 CT 左乘上式，得 
消去 S 得 


( T - I ) S{T - I )' = 0, 
TS + ST ' = 2 S . 
T 2 S + S = 2 TS , 

(T - I) 2 = 0. 


在相似变换之下 r 可化为 


/(«^) /(•-) 0 
0 尸 0 

‘ 0 0 /M 


(21/ 4 
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因此不妨设 


T 


/(•») 

0 

0 


J ( v ) 0 
1 ^ 0 
0 I( r ) 


若有 一n 维向量 a:， 使: eT = a: 及 xSj / ^ 0,前面己经证明 r 可表成不多于 n _ 1 
个对称之积，于是问题己经解决，因此唯一没有解决的情形是对—切 z 使: rT = a: 
者，恒有 xSa/ = 0. 这时 

s-P * ) 

I * 0^ +r > I ' 


如 r > 0, 则 S 奇异，此为不 可能； 因此 》• = 0, 于是一定有 


( i < y 、 /^) \ 

k 0 / … > J 


(n = 2v). 


这时 detr = 1 .设 w 为一对称，则 detrw = -1. 对 7W 重复上述对 r 的证明， 
情形 （a) 不能发生，因此 rtv 可表成不多于 n 个对称之积，因此: r 可表成不多于 
n + 1个对称之积.因 n = 21/是偶数，而 detT = 1,所以 T 不能表成 n + 1个对称 
之积，因而: T 可表成不多于 n 个对称之积. 

这样定理5就完全证明了. 

最后，以 SJ„(F，S) 表 O n (F,S) 的换位子群.于是，我们有正规群列 


O n (F,S)D 0+(F,S)D 0,(F,S)D 啸， S)nZ n D{I}, 
其中表 GL n (F) 的中心.显然有 


0 n (F,5):0+(F,5) = 2. 

在本章以下诸节中，我们将在《/彡1的假设下证明 /^(F,5)nZ„ 即是 f2 n (F,S) 
的中心，并研究商群 


C^(F,S)/fl„(F,S) 和 ii n {F,S)/n n (F,S)nZ n 
的构造.我们将记作 


§2由2平延所演成的群 


在本节中我们总假定 u^2. 



§2 由 2 平延所演成的群 
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定义正交群中的元素 T = J + _/V 称为2平延， 如果 N 的秩是2,而且 
NSN ' = 0. 

从 (I + N ) S(I + N )' = S 我们可以推出 NS + SN r = 0. 因此 iVS 是斜对称的. 
于是我们可以把 JVS 写成 



其中: d 和巧都是 n 维向量.那么 





定理1 在 O n ( F ， S ) 之下,任 一 2平延都相似于 




第九章特征数/ 2的域上的正交群的构造（•/ 


【证】设 r 是任一 2 平延，那么我们可以把 r 表成 （ 1 ). 因为 

f ……0)〆……0 丫 = 0 
V 0 1 0 ••• 0 y V 0 1 0 • 0 / 

依定理1.1，就有一个正交矩阵 p 存在，使 

卜％广 10 0 …°V 

\V2 J V 0 1 0 •■- 0 / 


同样,我们也可以证明 r 相似于⑶. 

今后,我们用 T 表示 O n (F,S) 中由2平延所演成的子群.显然, T 是 O n (F,S) 
的正规子群. 

定理2 以下这些元素都是1的元索： 

(4) f 7 \ {K 1 = -K 是任意斜对称矩 阵)； 


(5) A '- 1 ，而 detAe F ,2 ; 


(J 3 = J 是偶秩的对角矩 阵)； 


^ 1 和尸 I ~P (尸是任意的"行 n -2«/列矩阵). 



2 平延所演成的群 


【证】因为X包有 （2), 而 




所以 T 包有 （4). 

因为 T 包有 （3), 而 SL „( F ) 是由 I 


和它在里的共轭元素 


所生成的，所以I包有⑻,其中4 e SL U ( F ). 设4 € GL U ( F ), W detX = A a (A ^ 1). 
由 



( 1 ). 

(I + K^ K x \ 

J I \ 

V / ) 


V ^ i J" 

V Kiil + KM - 1 I J 


)(/ {I + K . K^Kx ' 


其中 M = - K 2 , 而 J + KrK 2 e GL V ( F ), 我们取 

广 0 1 ) ( 0 1-A- 1 

= I -1 0 , ^2=1 -(1-A -1 ) 。 


卜 1 


( A] \ 

^r 1 

■ Mi4j = 

A_1 

1 0 


J 


再由 det(>liy4) = 1, 就有 T 包有 


因而 T 包有 （5). 
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第九章特征数/ 2的域上的正交群的构造（ I /多 1) 


从下面这个等式 



其中 K = (二 
最后，从 



,我们就可以推出来 T 包有 （6). 



I - i ( P - AP ) A(P - AP )' P-AP 
I 

-4( P - AP )' I 

我们就推出来 T 包有 （7), 而其中 /> 取特殊形式尸- >1 尸，这里 detA € F * 2 . 我们 
可以选取4和 P ， 使 P - AP 跑过所有只有一行不为0的矩阵.又因为 



-\Q^Q' -Q 、 


^P^Q' - Q^n 


--(P + Q ) A(P + QY -(P + Q ) 

I 

A{P + Q )' I , 


所以 3： 包有所有形如 （7) 的矩阵.定理完全证明. 



§2 由 2 平延所演成的群 
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定理3 给了任意一个1/ e O n - 2 v { F , A ), F 里就有一个元素 a 〆 0存在，使 


a ^ 


( 0 a 

/ 


/ 

a " 1 

或 

o ' 1 0 

I 


I 

V u ) 


{ U ) 


厲于 

【证】设 p 是 v 维向量,而 g = 2{ pAp ')~ 1 p , 我们就有下面的等式: 



0 


= -2{ pAj /)- 1 0 

/ 

\ I - 2(pAp')~ 1 Aj/p ) 

值得注意的是，/ - scpdpo - idp ' p 是以 P 为非迷向向 邏:的 对称.因为任意的 
Ue Q n - 2u { F , A ) 都可以表成对称之积，所以从上面这个等式马上就可以推出这个 
定理来. 

我们还可以说，当|£/| = 1时，我们有第一种情形发生，而当 PI = -1 时，我们 
有第二种情形发生. 

定理 4 当彡 2 时，仏 ( F ， S ) = 1：. 

【证】 因为 
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所以2平延 （3) 是 O n { F , S ) 里元素的换位子，因此每个2平延都是 O n { F , S ) 里元 
素的换位子, 所以 * I £ KF ， S )_ 

反过来，我们还需证明 fl »( F , S ) CI . 

因为 T 是 O n ( F , S ) 的正规子群，所以根据定理1二定理 1.3, 定理 2 ,定理3, 
我们可以把 O n ( F , S ) 里任意两个元素>1和 B 写成 


(a 


( \ 

I 


I 

a- 1 

或 

a~ l 

I 


I 

\ 


\ 1 ) 

fb 


/ b 

I 


I 

b- 1 

执或 

b- 1 

I 


I 

1 ) 


1 ) 


而4和氏都是 T 里的元素.于是 

卜 \ 

I 

ABA ~ l B~ l = \~ 2 T , 

I 

1 ) 

而 r 是 T 里的元素， A = 或 ab - 1 . 由定理2, 


A 2 

/ 

A " 2 

/ 

1 ) 

厲于 ％所以 ABA ^ B- 1 e %.这就证明了 f 2 n { F , S ) Q %. 

定理5 当 1 /彡2时， Qn { F , S ) 的中心即是 n n { F , s ) nz „. 
可仿照第八章定理 2.2 证之. 



§3 由双曲旋转的平方所演成的群 
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§3由双曲旋转的平方所演成的群 

定义设> 1. 如果一个非迷向的平面 P (即2维子空间）含有两个不相正 
交的迷向向量，我们就把它叫双曲平面. O n (F，S) 里的一个元素叫做以 P 为双曲 
平面以为轴的双曲运动，如果它不变里每一个向量，同时它把 P 里的向量 
仍然变成 P 里的 向量； 如果除此之外，这个元素还属于 0+(F,S), 我们就把它叫做 
双曲旋转. 

定理1 设!/ > 1.在 O n (F,S) 之下，双曲运动《 —定相似于下面形状的一 

个 元素： 


⑴ a - 1 或 a - 1 


如果7?是双曲旋转，它就一定相似于前者. 

【证】设 P 是 ft 的平面，的和巧是 P 里两个不相正交的迷向向童，我们可 
以假定 viSv' 2 = 1. 于是 



令 


则 


/ 1 0(1’ 一0 1 、 
V 0 0 0 0 0 ) 


p ' sp； =(° o 


依定理 1.1 就有一个正交阵 r 存在 : 使 


(:卜 

于是 77JT- 1 就是以 A 为平面的双曲运动，显然 TiJT-' 取定理所要证明的形状. 

在本节以下一部分我们总假定 " = 丨和 F /巧.我们用力来表示 0n (F,5) 
中双曲旋转的平方所演成的群.显然，力是 O n (F,S) 的正规子群. 

定理 2 当 i / = l 及 朽时 ，以下 这些元素都是 力里的元素： 
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其中 a 是 F 里任意/ 0的 元素; 


⑶ 

f 1 -p 、 

1 

和 


\ 

-P 


如 ， / J 



I ) 


其中 p 是任意的 n - 2维向量. 


【证】因为 （2) 是双曲旋转的平方，所以属于巧.又因为尸/巧，所以我们 
可以在 F 里选取一个元素 a # 0,使 a 2 / 1,那么从 



就可以推出 （3) 也属于 55. 

和定理 2.3 完全一样，我们可以证明下面的 

定理3 给了任意一个 f； € O n _ 2 (F,4), F 里就有一个元素 a 一 0存在，使 



厲于 Si. 

从这个定理我们可以推出 

定理4 当 n》3, "=1 及时 ，仏 ( F,S )= i5. 
【证】因为 



所以力 S On [ F ， S ). 至于 S 2 n ( F , S ) Cfj 的证明是和定理 3.4 中 f^(F,5) Q 5：的证 
明一样，我们就不重复了. 

如果要包括 F = F 3 的情形，我们可以证明下面的 



§4 Q+(,F,S)/nn(.F,S) 的构造 (n = 2u) 
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定理 5 当 n >3 及 i / = l 时， On(F，S) 是由所有形状 （3) 的元索在 O n {F,S) 
里演成的正规子群.同时，给了任意£/ e O n - 2 {F,A),F 里就有一个元素 a _ 0存 
在，使 （5) 属于 tin(F,S). 

【证】用饵表示由所有形状 （3) 的元素在 O n (F,S) 里演成的正规子群.我 
们先证明 at g On ( F , s ). 这是显然的，因为 



至于 n n ( F , S ) C^l 的证明和这个定理中最后一句断言的证明分别和定理 2.4 及定 
理 2.3 的一样，在此就不重复了. 

定理6 当 n》3 及 y=i 时， nn ( F , S ) 的中心即是 n n (F,s)nz„. 

仍像定理 2.5 —样，可以仿照第八章定理 2.2 证之. 

§4 0+( F , 5)/ l 2 n ( F ,5) 的构造 （n =如） 

在本节中我们假定 n = > 4, 于是 

-U T). 

我们平行于第八章 §5〜§6 节来讨论商群 0+(F,5)//^(F,5) 的构造 • 


依定理 1.2, O n (F,S) 中任一矩阵2；皆可表成形状 



其中X, y 是斜对称矩阵，>1是可逆矩阵,而乃= J 是对角形矩阵.因此 r 也可表 
作 



其中 A 可逆而 P = J 是对角形矩阵，显而易见 i ； e 0+(F,5) 当且仅当 J 的秩是 
偶数. 
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定理1如果有两种方法将 0+(F,S) 中一个元素I：表成形状 （2): 



其中 detA ^ O.det/l, 〆0,而 J 和 A 的秩都是偶数，那么 detA - deM! e F* 2 ,F* 2 
是 F* 中平方元素所组成的群. 

【证】令 J 2 = •/ + A - 即 J 2 的秩也是偶数.由 （3) 式得 


于是 

因此 



Bi 


、（ J _ J 2 

■M 

[oi 

D! 

/ \C D 

八 J 2 

I-J2 J 

M = 

A(I 

—J2) + BJ2 = 

A(I -J 2 +A 1 BJ 2 ); 


detAi =det^4 det (/ — J2 + A ~ l BJ2 ) 

=det^4 det (/ — J ，+ JzA ~ l BJ ^)- 

因 A ~ l B 斜对称，故 J 2 A ~ l BJ 2 亦然； 因此 det (/ - J 2 + 乃/!— 1 丑 A) 是 F* 中平方 
元素，故 detAdet^i G F* 2 . 

系理如果将 0+( F,5) 中一个元素 E 表成如形状 （2), 其中 deM e F* 2 , 而 
./ 的秩是偶数，那么 r 的任何另一表成形状 （2) 的表法也有此性质. 

我们以 0；(F,5) 表具有系理中所说的性质的正交矩阵的集合. 

基于定理1，我们可以定义一个从到 F-/F* 2 之上的映射 如下： 即如 
i7 € 0 +{ F , S ), 而将 i： 表成形状 （2), 那么定义 

少： Z — det AF ，2 . 

以下我们要证明*是个同态映射，而 nn ( F , S ) 是它的核. 

平行于第八章引理 5.1 〜 5.3, 我们也有 

引理1设都是 i/xp 斜对称矩阵，则 

(”) UOO. 

引理 2 设 4 是 "XI/ 可逆矩阵，设 - • - ， ii / 和 都是 1,2, • ■ • , J/ 

的排列，而且 1 彡 il < i 2 < • - • < ir •彡 h 1 彡 tr+l < ■ • • < < I/, 1 < Jl < • • • < jr ^ 

M Or+1 〈… < jV 彡 •以 >1 ( “ ^ ) 表 yl 中位于 ( ik , ji ) (A：，i = 1，…， r) 

\ Jl "3r J 



§4 Q+(F,S)/{in(F,S) 的构造 （n = 2i/) 
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位置的元素所组成的子式，对于 


* r+l 

、 jr + f - ji / t 


也有同样的意义.设 


f il -tr 
、 ii -ir y 


^0, 


其中 


特别，如 detA € F * 2 , Wi 


卜 • 

■K 

) A ( 

’ ii -. 

) 

\ h - 

■ jv . 

)\ 

、力 .. 

jr) 






sgn ( 

' il - 

iu 


l 1 

、:? V 


/ 

-1 


( ir + 1 -- 

^ ^ det ^4 i 

\ ir +1" 


ii -iif 

) 是偶置换, 

jl-ju 


*i ■ •*1/ 

) 是奇置换. 

j \ -ju 

) 


sgnf i, '' 



f il … ir 

^ 广 1 

( ir + l - 

•iu 

^ e F * 2 . 

V ji " 

•九 ) 

\ 

、 jl … jr 

J 

\ 3 r + l - 

■iv 

J 

[ 3 设 J 2 = 

■7 和 

Jf 

= J , 都是对角形矩阵，则 



(/-■/ 

J 、 


I-Jl 

■M 

-{I 

- J 2 

■M 

V j j 

~J J 


Jl I 

J 

{ 

J 2 

1 - J2 j 


其中乃 = J + J , -2 JA , 而七的秩为偶数当且仅当 •/ 和 A 的秩同时为偶数或同 
时为奇数. 

由于这三个引理的证明与第八章引理 5.1 〜 5.3 的证明完全相仿，因而略去. 
基于这三个引理，我们可以依次推出以下诸事实（以下 ，■- 皆为对角 
形幂等矩阵). 

I .设/!为可逆阵.表 


(i~j j 

4 0 \ 

-卜 

^ \ 

(I-Ji Ji \ 

\ j i-j 

V 0 ^ ,_1 ) 



V Ji 1 -J 1 ) 


其中 det 山一 0,则 J 和的秩同为奇数或同为偶数，而 det>l det A x € F * 2 . 



- 346 - 
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II. 设 y 是 X «/ 斜对称矩阵，将 


表成形状 （ 2): 


1 + (1- 


(I-J J I Y 

V J )\° 1 . 

- J)YJ *)(/-•/ 


则 det(/ + (/- J)YJ) = 1. 

III. 设 X 是 x i/ 斜对称矩阵，将 


表成形状 （ 2): 


I-J J \fl 0\ 
J I-j)\X I )' 

：)( 7 / 


I + JX(I-J) 


则 det (/ + JX(I - J)) = 1. 

IV. 设 0+{F,S ) 有两个元素 


A D 
CD, 


V Ci D,) 

其中 deU^ O.deU! ^0. 若将这两个元素的乘积表成形状 （ 2): 


EEi = ( 么 2 


I~Ji J2 \ 

V c 2 

) \ 

Ji I ~ Ji ) 

则 J 的秩为偶数，而 det ^4det 

eF* 2 . 


V. 设有 0^(65) 中的元素 








D)’ 

其中 det 火 / 0. 若将 J：- 1 表成形 状⑺： 


e-^( a ^ 

fl 'U 

I-Jl Jl \ 


A 八 

Jl I-Jl ) 



§4 0+(F, syncs') 的构造 （n = 2i/) 
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则山 的秩是偶数，而 detX det^i 6 F* 2 . 
VI. 设有 O n ( F , S ) 中元素 



其中 det >1 # 0.若将 r 表成形状 （2): 




(I-Jl Jl \ 


A J 

v Ji I-Ji ) 


则山的秩与■/的秩同为偶数或奇数，而 det>l det A t e F* 2 . 
利用以上诸事实，与第八章定理 5.2 相平行，可以证明 
定理2 设 n = 2»/》4 .设 TeOj(F,S), 表 i： 成形状 （2): 



其中 det AjiO . 于是从 Oit(F,S) 到 F'/F* 2 中的映射 
(4) 9 ： E -* det AF ，2 


是从0才出5)到 F*/F* 2 之上的同态映射，它的核是 0' n (F,S). 因此 


0+(F,5)/0；(F,5)«F7F* 2 . 

定理 3 设 n =如彡 4 .则0；(尺 S) 是 O n (F,S) 的换位子群，即 0' n (F,S) = 
n n (F,S). 因此 

Oi(F,S)/f2n(F,S)»F*/F* 2 . 

更进一步， nn ( F , S ) 也是 0+(F,S) 的换位子群. 

【证】先证是 O n ( F , S ) 的正规子群.根据定理2, Cy„(F,S) 是 
Oi ( F , S ) 的是正规子群.因为 Oit(F,S) 是 O n (F,S) 的指数2的子群，而且如果 
•A = [1,0，- -,0], 则 



因此只要证明，对任意 r e Cy n ( K , S ), 
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第九章特征数/ 2的域上的正交群的构造 （》/ > 1) 


其中 det A e F* 2 而 J 2 = <7是对角形的秩为偶数的矩阵.于是根据VI, 




(I-Ja J 3 \ 

\CI 

A J 

\ J 3 I~J 3 ) 


其中 det 山€ F* 2 而 J 2 的秩是奇数.再根据引理3, 

Si = 

因为的秩是奇数而 J 的秩是偶数， 所以 J 3 的秩是偶数.因此 A e 0；{F,5). 
因此是 O n (F，S) 的正规子群. 

其次，利用是 O n {F,S) 的正规子群这一事实及 O n (F,S ) 中元素的 
表示法（2)，即可推出 O n (F,S) 中任意二元素的换位子皆属于 0；(F,5). 这证明了 
fi n (F,S)C(y n (F,S). 

最后，我们来证明，以 C 表 0+(F,S) 的换位子群，则 0' n {F,S)c €. 为书写简 
便起见，设 n = 4.因 5L 2 (F) 是 GL 2 (F) 的换位子群，故当 det /! = 1时， 




A 0 
0 A'~ l 


)n)(wn ： r= 


推出 


对于一切斜对称的 K 令 A " = 


，则 






§5 Q ^( F ,5)/ ft ,( F , S ) 的构造 （n > 2 i /) 
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和 


A 2 

1 

A- 2 


/ A ) 


( \ \ 


1 

(0 l\ 

1 

(o 

A- 1 

U oj 

A" 1 

U oj 

V 1 ) 


l 1 ) 



都属于 <!：• 因此 Cy n (F,S)c€. 

综合以上，就推出 0>„(F，S) 是 O n (F，S) 的换位子群,也是 0+( F , S ) 的换位子 
群. 


§5 0+( F , S )/ n n ( F , S ) 的构造 （ n 〉20 

定理1设 n > 3及> 1.则 O n ( F , S ) 里的每个元素 T 都可表成下面 形状： 

t = Hr , 

这里 r 是 ^(F,S) 里的元素，而//是以一个预先给定的双曲平面为平面的双 
曲运动，当 r 属于 o；r(F,5) 时,孖就是双曲旋转. 

【证】根据定理 1.2,1.3,2.2, 2.3, 3.5, 我们可以把 r 写成 


T = H 1 r u Hi= a- 1 


而八是 /?„( F ,5) 里的元素.设 i ? 是把双曲面朽变到 P 去的正交矩阵，那么 
H = RU 就是以 P 为平面的双曲运动，而 

T = ffiA = HH- l H y ri = HR~ l H^RHiri = HT, 

这里厂 = 是 Sin(F，S) 里的元素.这就证明了定理. 

系理设 T *》 3及 i /彡 1•则在 /^( F .5) 之下，双曲运动仍和形状 （3.1) 的一 
个双曲运动相似. 
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第九章特征数# 2的域上的正交群的构造 （《/ > 1) 


这是定理 3.1 和定理 5.1 的直接推论. 

定理2 设》5及2.则在 仏 ( F, S) 之下，2平延既相似于形状 



的一个元素.当> 3时,我们还可以假定 a = 1. 


【证】设7■是2平延，依定理2.1，我们可以找到一个正交矩阵/>，使 PTP- 1 
取形状 （1). 因为 n > 5,所以我们不妨假定/> e 0+( F , S ). 于是，依定理 5.1, 我们 
可以把 P 写成 


P 


而 r e f 2 n ( F ， s )_ 于是 rrr ~ l 就是形式⑴的元素了.我们还可以用同样的方法 
来对待 （2). 


§6是单群的证明 

定理1设那么除了下面两个例外情形之外， Ff 2 n ( F ， S ) 总 
是单群，而这两个例外情 形是： 





II.P/2 3 ^3, 1 0 



§6 POn ( F ， S ) 是单群的证明 
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我们略去 



这三个情形的讨论，它们可以在 Dickson , Linear groups —书中找到.这里我们只 
证明除了这几个例外情形之外， PSUF ， S ) 总是单群.又因为当 n > 5时， F 3 上 
n 行 n 列可逆对称矩阵的指数总是>1的，所以我们只要就下面的两种情形证明 
Pfin ( F , S ) 是单群就行了，这两种情 形是： 

I . 1 / = 1, n > 3 S F / Fa ； 

II . i / ^ 2, n ^ 5. 

在这一节里我们将研究第一种情形，总假定 t/ = 2,n 多3及 F # F 3 . 

引理1 设《/ = l,n > 3及 F 蜉 F 3 . 如果 n n ( F ， S ) 的一个正规子群饥包有 
下面形状的一个 元素： 



而 P 是一个不等于零的 n - 2维向量，则饥= n „[ F ， S ). 
【证】对于 F 里的任意元素0,91总含有 



因此91就含有 
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因为 F 的特征数/ 2,所以当 z 跑过 F 中所有不等于零的元素时，加也是这样. 
因此,对于 F 里任意的 A^o,m 都含有 

( 1 ~^\ 2 p^p' Ap \ 

V ~AXj/ I ) 


又因为 




-2(p4pO- 1 


- 2(pAp')-^p'p / 


-Ap' 


o —^ p a p ' 
-2{pAp')- 1 0 


- 2{pAp')~ l Ap'p , 


= -2(pAp')~ l 1 2(pAj/)- l p 

V -42(p^pO-V I ) 

也厲于 91, 所以我们可以同样地证明，对于 F 里任意的 A / 0,m 总含有 


- 去入 2 pdp’ 1 Ap 

, -dV I , 


于是，当 g = 2_\ _1 (p4pO _1 p 时， 

(1 -\\ 2 pAp' Ap \ / 


V -W 

( 0 

=-2( AW )~ 1 

也属于 91. 因此贝就含有 


1 g 
I > 


~~X 2 pAp' Xp 
-AXp' I , 


-~X 2 pAp' 


- 2(pAp')~ 1 Ap'p ) 



§6 POnjF . S -) 是单群的证明 
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’ 0 ~\ 2 pAj/ \ 

⑶ 


- 

-2(AW)_i 0 

、 i-2{pA P 'y^p'p / 


( o -|pdp’ \ 

• ^Aj/r 1 o ’ 

\ I - 2(p4p’) _ 1 Ap'p J 

而 A 是 F 里任意# 0的元素.根据定理5.2,我们知道，任意一个双曲线旋转的平 
方在 nn(F,S) 之下都和形状 （2) 的一个元素相似，所以饥就含有所有双曲线旋转 
的平方.依定理 3.4, 我们就得到饥= nn(F,S). 

用同样的方法我们可以证明 

引理2 设 p = l,n > 3及 F 兴朽•如果 fi„(F,S) 的一个正规子群91包有 
下面形状的一个 元素： 



而9是一个不等于零的 n-2 维向童，则饥= 0,(F,S). 

引理3 设《/ = l,n 彡3及尸/ F 3 . 如果 /^(F,S) 的一个正规子群包有一个 
双曲旋转的平方，而这个平方不等于单位矩阵，那么91 =仏 (F,S). 

【证】依定理 3.2, 我们可以假定讲所含的双曲旋转的平方是形状 （2) 的一 
个元素，而 A 2 / 1. 于是从 (3.4) 式我们就可以推出91包有所有形如 （1) 的元素，那 
么从引理1就可以推出我们这个引理来. 

现在让我们来 证明： 当 v = l,n 彡3及时, Pf 2 n ( F , S ) 是单群.证明这一 
点是和证明 (2 n { F , S ) 没有非中心的真正规子群是一样的.假 定识是 n n ( F , S ) 的任 
意—个非中心的正规子群我们将要证明91 =仏 (F,s), 这样就证明了 pn n ( F , s ) 
是单群. 

设91含有一个非中心的元素 A 那么4 /土人我们把>1写作 



其中 a,&,c,d 是 F 里的元素, ？ ,(?，7^是》1-2维的向量，而{/是卜-2)<(71-2) 
矩阵. 
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首先，我们研究6 # 0的情形.因为也含有 



其中 * 表示没有明确地写出来的元素.所以可选取 z , 使 fer + p = 0. 于是我们就在 
91里找到一个 p = 0的元素.从 p = 0可以推出 a = 0和 〆 = 0. 因此，不失去普遍 
性,可以假定 



我们分别来研究9 = 0和 <7 # 0这两种情形. 
⑴ g # 0.于是 


( 0 b 
6 -1 -^bqAq 1 
0 - bUAq ' 


0 、 

q ，而 CMC /，= A 

U ) 


那么 91 就含有 


以及 
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( 1 0 0、 

= -^(x 2 - i) 2 (y~ 2 - 1) 2 1 (^-1)(»- 2 -1)^-> ■ 

V -UArf(x 2 - l)(y- 2 -1) 0 I ) 

因为 F 〆 朽,所以可以 F 里选取 a : # 0,1/ / 0,使 z 2 - 1 〆 0及 IT 2 - 1 # 0.因此 
( x 2 - l )( r 2 - l ) qU~ l # (0,0, …， 0). 这就是说，91含有一个形如 （3) 的元素.于是， 
在这种情形之下，我们的定理可从引理2推出. 

( ii ) g = 0. 那么 d = 0 ,t = 0. 于是 

/ 0 b 0 \ 

A = | fc- 1 0 0 | . 

、 0 0 U ) 

分别讨论 F / f 5 和 F = f 5 这两种情形. 

( ii -1) FjiF s . 我们可以在尸里找到一个元素 A # 0,使 A 4 / 1.于是饥就含 
有 


-1 

(b 

-i 




= 

A ~ 4 


U ) 


V 


而这是一个双曲旋转的平方.因此,这时我们的定理可以从引理3推出. 
( ii -2) F = F 5 . 这里 n 只能等于3或者等于 4. 

( ii -2-1) n = 3.这里 Z 1 是 F 里一个不等于零的数，而 


根据定理 2.3 的证明，我们知道 

(~\ A ) 

-2 A - 1 ei 2 3 ( F , S ). 

如果6 2 = d 2 , 那么91就包有下面这个双曲对合的 平方： 
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第九章特征数# 2的域上的正交群的构造…彡 1) 



因此，在这种情形，根据引理3,就有 W •如果6 2 / 4 2 ,那么识就含有 



而 P 是 F 里任意的元素.因为 6 2 / zl 2 , 所以 46- 1 = ±2. 因此可在 f 里找到一个 
元素 P # 0, 使- ipMb - 1 + p = 0. 于是我们就在饥里找到一个 6 〆 0, p = 0, g # 0 
的元素,而这种情形在⑴里已经讨论过了. 


( ii -2-2) n = 4. 这时 



因此是一个对称，可把 f / 写成 

U = 1- 2(pV) _I Vp- 

设9是 P 正交的向童.即 pAq 1 = 0. 可以证明 ( pV ) 2 ^ (9^) 2 .因为，如果不 
然， pAq' = e(qArf) 而 e = ±1;于是当 e = -1 时 （p + g )4 (p + q)' = 0,而当 e = 1 
时 （p + 2 g ) d(p + 2 g )' = 0 .由于21是定号的，所以这两种情形都不可能.因此就有 
6 2 = {pAp') 2 或6 2 = (qAq 1 ) 2 . 如果6 2 = (p^j/) 2 , 那么饥就含有下面这个双曲对合 
的 平方： 
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而当6 2 = {qAq'f 9!就含有 




- 2 W )- 1 


-2(qArf)~' 


~2^ 


其中£7! =I-2(qAq')- 1 Aq'q. 所以根据引理3,可推出饥= /2„(F,S). 
其次,我们来研究6 = 0的情形.如果 c # 0,那么91就含有 


/ ~2^^) \ 

^ a 0 0 \ 

-2M)- 1 

c d 9 

\ I - 2{p^)-^p'p ) 

U ^ U ) 


( \ 

• -2( p ^)- 1 ， 

\ I~2{pAp')- l Ap'p ) 

而这个矩阵里 (1,2) 位置的元素却 /0. 因此根据上面的推理，就有饥= 
如果 6 = c = 0, 那么 


因此沉就含有 


--pAj/ p \ / 1 --pAj/ p 

~Aj/ I ) V I ) 

-^(p - apU~ l )A(j> - apU -1 ) 1 p - apU~ 
1 

-Aip-apU- 1 )' I 


A - 1 
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和 



我们总可以找到一个 n - 2维向* p 或 g， 使 p - apU - 1 # 0或 <7 - a ~ l qU~ l ^ 0, 
除非 / - aU - 1 = 0及 / - a ~ x U~ l = 0. 可是从 / - aU~ l = 0和 / - a-W- 1 = 0 
就会推出 U = al = a -1 / 和 a = a _1 = ±1. 这就是说， i4 = ±J, 而这和^4的选 
择相抵触.因此91总含有一个形如⑴或 （3) 的元素.根据引理1或3,就能推出 
m = nn(F,s). . 


§7 Pn n (F'S) 是单群的证明（续） 

在这一节里我们将证明当 n > 5和> 2时， Pnn ( F , S ) 是单群. 

引理1 设 n > 5及《/ > 2.如果 ^(F.S) 的一个正规子群含有一个2平延, 
则 = 

【证】当^/彡3时，根据定理 5.2, 知道 fUF ， S ) 里的2平延都是共轭的. 
因此如杲饥含有一个2平延，91就含有全部2平延.于是根据定理 2.4, 就有 
m=n n {F,s). 

当1/ = 2时，我们可以假定饥含有2平延. 



§7 POn (. F , S ) 是单群的证明（续) 
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而 A 是 F 里任意# 0的元素.因此 m 就含有 



因为 F 的特征数/ 2,所以当 A 跑过 F 里所有卢0的元素时, 2 Aa 也跑过 F 里所 
有非零元素.因此根据定理 5.2, 仍然可以推出饥= f 2 n ( F , S ). 

引理2 设 n 彡5及.如果 ! UF , S ) 的一个正规子群饥含有一个形如 


(A 

a b 

. A 1 - 1 

, 而 i 4 = - Jr 1 0 

{') 



的元素，那么饥= A »( P ， S ). 

【证】 因为 SL V ( F ) 不含有任何非中心真正规子群，除非《/ = 2,而且 F =朽, 
所以当《/ > 2或 F /朽时，这个引理从引理1立即推出. 

当《/ = 2而且 F =朽时, 4有六种可 能性： 

(um 



当4= ( =: 1 ) 时，我们有 



而当 a = ( : 1 一 1 ) 时，我们有 



于是，在这两种情形，沉总含有一个2平延，因此我们的引理可从上面的引理推出. 
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§7 /是单群的证明（续） 
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现在让我们来证明当 n >5 及《/>2时, Pfini^S) 是单群.设饥是 f 2 n(F,S) 
的任意的非中心正规子群.我们只要证明识=就行了•因为91是非中心 
的，所以饥就含有一个非中心元素〜，这就是说， W 不和 Q n (F,S) 里所有元素都 
交换.因为 fln(F,S) 是由2平延演成的，所以就有一个2平延 T , 使 

TUN _ I . 

设 

Td + sW 0 ^ 尸， 

V - 1 0 / 

P 是2 x n 的矩阵， P 的秩是2,而且 PSP' = 0. 那么 

N~ X TN = / + S(PN )'( ' 二 ) ( pN )- 
令 PS{PNY = M . 考査 



我们分别来研究 M 的秩等于2, 1和0的情形. 

⑴ M 的秩等于 2. 这时,有可逆矩阵和 S 存在，使 



■(二 ) 纖軒 4 . 盯贿起虬 

( 0 J ⑺ 

J ( 2 ) 0 

才 _ 4 ) 

而氏当 t / = 2时是定号的，当*/ > 3时是不定号的.因为 

(/( 2 ) 0 0 (2>n-4) \ / /< 2 > 0 0 ( 2 - n _ 4 ) \ ( 0 /( 2 ) \ 

^ 0 /( 2 ) 0 J ( 0，⑵0 y v /< 2 > 0 J ’ 
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第九章特征数/ 2的域上的正交群的构造 （《 /彡 1) 


所以根据定理 1.1, 有一个正交矩阵《存在，使 


/(2) 0 0(2, »»-4) 

0 J ( 2 ) 0 


)=( 二 ) R= ( 


APR 
BPNR t 


于是 R -^ R 就含有 

R - 1 { T ~ 1 N ~ 1 TN)R = 
而 


R ~ 1 TR=I + S { PR )' ^ n ) { PR ) 
=1 + S { J ^\0,0)' A '~ 

R - i ^ N - iTN)R = / + S {0, I ,0)' B '~ 


Ao) 


令一 一 Uf 成 = (_ 0 。 :) 及& =(_二) 


R~ l TR =\ Ki I 


r-\N~^TN)R = 


A~HI^,0,0), 

计算一下就得到 

Ki \ 


因此 R -^ R 就含有 


I K 2 
-Ki I- K x K 2 


因为 nn ( JF \ S ) 是 O n ( F , S ) 的正规子群，贝是 f 2 n ( F , S ) 的正规子群，所以 R-^mR 
也是 fin ( F ， S ) 的正规子群.因此 R -^ mR 就含有 


k x - k ^ 


I k 2 
—Ki I — K 1 K 2 


Kt - K ^ 1 
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其中，当 1/ = 2时 ， c = -^( p ^ p 7 ) ^0,U = I + 1{pAj/)Aj/p\ 而当 1/ 彡3时 ， c = 1, 



那么根据引理 2 , R~ 1( nR = X 3^( F ,5). 所以饥=仏(欠，5). 
( ii ) A / 的秩等于 1. 这时有可逆矩阵4和使 



于是 
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第九章特征数# 2的域上的正交祥的构造 （》/ > 1) 


OU) s U)’(. 


0 0 


0 


0 0 0 0 
10 0 0 
0 0 0 0 


] 4的 情形： 


( ^ ) 的秩 > 3. 我 们分别来讨论(二)的秩等于 3 和 4 

( j 的秩等于 4 . ^{ p N ) 含有—个 3 维的全迷向子空间， 


( ii -1) 


此> 3. 为了书写方便起见，我们把 S 写成 


0 1 ^ 
/( 3 > 0 


其中 A 是定号的,如果 t 


V 5 {"' 6) ) 

= 3;是不定号的，如果1/ > 3. 因为 


1 0 0 0 0 0 0 (1 -"~ 6) 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 


0 0 0 0 
10 0 0 
0 0 0 0 


所以根据定理1.1，有一个正交矩阵/?存在，使 


1 0 0 0 0 0 o (1,n_fl) 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 / 


1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 


AP 

BPN 


)"=( 


APR 
BPNR , 


像在情形⑴中一样计算, R ~^ R 就含有 


R- 1 {T~ 1 N~ 1 TN)R = R^T^RR-^N^T^R 



§7 Pf 7 n ( F , S ) 是单群的证明（续） 



于是，根据引理2,就有 因此？ n = /2„( F ,5). 

( ii -2) ( ^ ) 的秩等于 3 •令 fl= (= 0 S J 于是就有线性关系 


(\ l , X 2 )AP + \ 3 ( a ,0 )PN + \ 4 ( 1 ,6 )PN = 0, 

其中 Ai , A 2, A 3 l A 4 都是 F 里的元素，而 A 3 和 A 4 不全 为零从 （1) 式就可以推出 
Ai = As = 0,因此不妨假定 A4 = 1，即 


^, S)PN = (0,\2)AP. 

为了书写方便起见，我们假定 

广0 J ( 2 > 、 

S = /(2) 0 ， 

V ^ n - 4) ) 

而的是定号的，如果《/ = 2; Si 是不定号的，如果 1/ > 3. 因为 



所以根据定理1.1，就有一个正交矩阵/?，使 



那么 


(7. S)PNR = {0, \ 2 )APR = {0, Xi ,0,0,0). 
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第九章特征数# 2的域上的正交群的构造⑺> 1) 


于是 R~ 1( nR 就含有 


R- l (T- 1 N- 1 TN)R=R- 1 T- l RR- 1 {N~ 1 TN)R 


:)( 二) 


--L (a=|A- 1 |,6 = A 2 |B- 1 |). 


又因为 R-^mR 也是 /2„(F,S) 的正规子群，所以 R-'mR 也含有 



根据引理 2 ,就有 R~ 1( nR = f2n(F,S). 因此 91 = fin(F,S). 



§7 POn ( F ， S ) 是单群的证明（续) 
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( in ) M 的秩等于0_这时， 


\PN ) \PN ) 

:f j 的秩等于 4 ’ 3 和 2 的情形 • 

S ) 的秩等于 4 •这时 f P ) 是一. 
PN ) \ PN ) 


个4维的全迷向子空间，因 


为书写方便起见，我们假定 n = 8及1/ = 4.因为 
( J ⑷ 0) S ( J ⑷0)，= 0⑷. 

所以就有正交矩阵 ft ，使 

(/ <，= ( 二) 


因此 R - 1( nR 就含有 


= R-^RR-^N^T^R 



又因为 R ^ VIR 也是 fi n ( F , S ) 的正规子群，所以 R ^ mR 也含有 




第九章特征数# 2的域上的正交群的构造…> 1) 


这是一个2平延.因此根据引理1，就有 fl - 1 9 lfl =/2 n ( F ,5). 所以饥 = 


( iii -2) I 


PN t 


的秩等于 


3 .这时 （二) 


是3维的全迷向子空间，因此 


(：)' 


我们不妨假定 


1/^3. 为书写方便起见，我们假定《 = 6,«/ = 3.令/ ) = 

卜 1 I 

v 2 的秩等于 3. 那么 

V2N = Ai«i + A2U2 + 入 3 v ^ N ， 

因为 

(/(3) 0⑶ )5(/ ⑶0⑶) , = 0⑶， 
所以就有一个正交矩阵使 

(/< 3 > o ( 3 ))= Z u , 

因而 

V2NR = ( Ai , Aj . Aa .0, 0, 0). 

于是 R ~ l ( nR 就含有 


R- i {T~ 1 N~ 1 TN)R = 


这是一个2 平延. 因此，根据引理1，就有 fl - 1 91 fl = /2 r ,( F , S ). 所以91= /2„( F ,5). 

( iii -3) (二)的秩等于 2. 这时 PiV = QP , <2是个2行2列的可逆矩阵，同 
时1/ > 2. 为书写方便起见，我们假定把 S 写成 

( 0 JW \ 
s = JW 0 . 


/( 3 ) 

、 \ 

/ 0 -1 


10 

-A 2 /⑻ 

^ \ Aj A2 

0 ) / 


因为 


(/ < 2 ),0 (2) ,0 (2, n _4) ) S ( / (2) ,0 (2) ,0 (2,n-4) / = 0, 
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其中 a = |<3|.因为 T ^ N^TN / I , 所以 / e -»( r - 1 7 V - 1 Tfi )/? 是个2平延.因此 
根据引理1,就有 ii- 1 «nii = ^( F ,5). 所以91=仏 ( F ,5). 

至此,我们的定理就完全证明了. 



第十章特征数为2的域上的二次型 
和无亏数的正交群 

§1二次型的合同及 Witt 定理的推广 

设 F 是特征数为2的域.考査 F 上所有 nxn 矩阵的集合 M „, 它对于矩阵 
加法组成一群.以表 M „ 中所有交错矩阵所组成的子群.我们有商群 M n / K n . 
我们说 M n 中两个元素 4 和 S 同余 mod 欠„，如果 >1 + S e 欠„，这时我们写 
A = B (mod K n ). 易见, M„ 中的元素同余 mod 这个关系是个等价关系. 

对于每个4 € M n , 令一个 n 元二次型 

(* 1 ，… , x „) i 4( xi , - , x n y 

与之 相应. 易见，两个矩阵 A,B e M n 给出同 一 n 元二次型，当且仅当>1 s 
fi(mod K n ). 反之，一个 n 元二次型 




可表成 

( 6ii … bln 

. 

bnl - - b nn 

其中&« = an, bij + bji = Oij 如 i < j. 矩阵 S = ( by ) 除差 _ K„ 中矩阵外，是唯一 
确定的.这样我们就在 n 元二次型和 M n /K n 中的元素之间，或 M„ 的 mod 同 
余的矩阵类之间建立了一个一一对应. 

我们的目的是研究二次型的合同，为此给出 

定义1两个同余矩阵类21和®称为合同，如果有可逆矩阵 C 存在，使 
CAC' = B (mod K n ), 

而>1 e 91 ， B e ®. 称两个二次型合同，如果相应的矩阵类合同. 

易证这个定义与4和 S 的特殊选取无关.实际上，如 K 交错，则 CKC' 亦然. 
定理1任一同余矩阵类皆与含形为 





§1 二次型的合同及 Witt 定理的推广 
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f A I 0 0\ 

( 1 ) 0B0 ° 
o 0 C 0 

k 0 0 0 0 > 

的-个矩阵的同余矩阵类合同其中 4 = [ au ... , a v ),B = [ A , •• - ，/ ip ] 及 C = 

[71 ，… I 7 n -2 p - J 皆为对角阵，而 [ li - 2pXi = 0推出 
t =2 p+l 

*2 p+l = X 2 p +2 = ••• = X „_, = 0. 


换言之,任一二次型皆合同于形为 

(2) ^2(onXi + XiXp+i + pul+i) + ^2 li-2px\ 

i=l i =2 p+l 

的一个二次型，而 f 7 <- 2 P *, 2 = o 推出; c 2p+1 = X 2 p +2 = ••• = ® n-9 = o . 更进一 

t=2p+l 

步， p 和 n - 2p - 9 这两个数唯一确定 • 

【证】不妨设所给的同余矩阵类中含一三角形矩阵 R 如/>有一非对角元 
素# 0 ,不妨设 ai2 / 0 .写 


于是 


而 





P '- L 'U a o)( a o : :)U f 卜 


(10 、 

1 <*11 Ol2 \ 

( 1 ° v 

«H 1 \ 

V 0 a l2 ) 

k 0 022 / 

V ° a l2 ) 

\ ® °12 °22 / 


因 



"rV I dttlVTiUr (Vi-k£ L- (Vi — • Y^fflUn^P- iH Mr M il ■.办 迎 



故 P 的类合同于一类含有 



而 ai = a n , 01 = ar 2 2 a 22 . 依归纳法假设，尸的类合同于一类含有 



因而合同于一类含有 

^ X / 0 0 \ 

0 B 0 0 

0 0 (7 0 

、0 0 0 0 ； 


其中 4 = ( ai , •• - ,a p ),B = \P\ ，■-- ,0 P ],C = [71 ， … ， 7rl. 如= 0 而 

<=l 

X 2 p+l,X 2 p+ 2 , ' ' , X 2 p+r 不全为0,可设 X 2 p+r ^ 0, 于是 
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( 1 、 

hi 

1 


yi 

1 


7 r-l 

V C 2 p + r a : 2 p+l x 2p+r X ^P+2 x 2p+r x 2p+r-l 


0/ 


如此进行下去，即可将/>化为 （1). 

如尸中非对角元素皆0,按照以上证明中的最后一步即可将 P 化为 （1). 但需 
注意,这时 （1) 中 p = 0. 

最后，设 


'A 

I 

0 

0 > 


f A 1 

h 

0 

0 N 

0 

B 

0 

0 

和 

0 

Bi 

0 

0 

0 

0 

C 

0 

0 

0 

Cl 

0 

0 

0 

0 

o) 


V o 

0 

0 

0/ 


合同，小= k ,... . o . s , =阴，…， w , = … , y n - 2pi . qi }. 于是有可逆 

矩阵 D 存在，使 



因之 


即 


'A I > 


(A I 、 

r 

B 


B 


C 


C 


\ o) 


\ o) 



f Ai h 
Bi 

\ 

Ci 

+ 

r Ai h \ 

Bi 

Ci 

< 

o) 


o / 
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由是 P = Pl . 
写 


及 


( A M 


\0 B ) 

\ 0 ) 


D U \ 
£>21 D 22 ) ' 


则从 

⑶ 

推出 



(D n 

叫 1 

( 0 /( p > 、 

1 卜 1 

Di2 V=l 

iy ： ) 

\ D 2 i 

Dk ) | 


I 

D n ) | 

{ oj 



叫 

’ 0 J ⑼ 
、/ 0 

), 



D 21 K ( D ' u D ' 21 ) = (0,0). 


由此推出£>21 = 0. 再从⑶推出 


] D， 22 = 


Cl 0 

0 0, 


利用性质 ^2 7*-2p®? = 0 推出 I2P+1 =…= In-g = 0 及二 = 0 推 

i=2p+l i=2p+l 

出 X2p+1 - ■ ■ ■ = X n -q, = 0 可得 9 = 9l • 

定义2 n 元二次型称为正则,如它合同于形如 （2) 的一个二次型而其中 <7 = 0. 
相应于正则 n 元二次型的矩阵也称为正则. 

以下我们只限于研究正则二次型. 

定义3 n 元正则二次型中 d = n - 2 p 这个数称为它的亏数，而二次型称为 
是具亏数 d 的.如 d = 0,则二次型称为是无亏数的. 

如 一 n 元正则二次型由矩阵 P 表出，则易证它的亏数等于 n-(P + 尸'） 的秩. 



§1 二次型的合同及 Witt 定理的推广 
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为 了进一 步研究正则二次型的合同，所谓 Witt 定理实属基本.先研究以下特 
例. 

定理2 设 



是合同的正则矩阵，则 B 与也合同. 
【证】写义= 


'° Q 二依假设有可逆矩阵 


p Q 
S T 


存在，使 


(p 


( p, 

s '). 

o \ 

V5 T) 

U b ) 

\ Q ' 

V ) 

Vo B J 


PAP 1 + QBQ ' = A , 

PAS ' + QBT ' + ( SAP 1 + TBQ'Y = 0, 
SAS ' + TBT 1 = Bi . 


上面的第二个关系式可改写作 

P{A + A ') S ' + Q(B + B')V = 0. 

于是，如 J + P 可逆，则有 

(5(/ + P) - 1 Q + T ) B ( S(I + P)~ l Q + T )' = B ^. 

因 S 和历是正则矩阵， S(I + P)~ l Q + T 可逆，这时定理成立.如/ +尸不可逆， 
考査 

{SXQ + T ) B{SXQ + TY ， 

而 X 待定.我们有 


(SXQ + T ) B(SXQ + TY 

^[ XPAP ' X ' + XAX ' + XPA + XPA '\ S ' + TBT '. 
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如 P = J ， 取 1= ( $ g ^)，就有 

{SXQ + T ) B(SXQ + T )' = SAS ' + TBT 1 = B ^. 


如 P 一/,可设 



于是，如 UAU ' = 乂及 V - W - 1 、 人贝 IJ 


(UPV UQ \ f A \ f UPV UqY _ ( A 
V SV : r 八 B )\ SV T ) = \ Bt 

写 p=(:=) .因 P+J 不可逆， p 中有一非零元.又因 


可设 a / 0. 于是 




因此可设 a = 1. 那么 ， P = 


I c d 

). 如6卢0,则 c = 0.如 d / 0,则有 


从 | f » + = 0推出 6 c = 0. 如 6 = 0 ,P = 
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如 d = 0,则 

“) 

如 b _ 1， 则 | ( =二)+/| # 0,这就化到前一情形.因此 & = 

⑷.这时我们也取 X = ( 1 。 Y 则 
\0 0 / 

(SXQ + T ) B(SXQ + TY = B x . 


定理就完全证明了. 

定理3设>1是无亏数的正则矩阵，则 


合同于 


证只需证 


与 


合同.我们有 




(。 


/W 

0 


1. 这样我们总有 
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是合同的正则矩阵，而 A 是无亏数的，则 S 和历亦合同. 



合同.依定理3, 



合同，最后再由定理2推出 B 和巩合同. 



§2奇异子空间正则二次型的指数 

设 g(a ： i ，- •- ,x„)= [ cnjXiXj 是个正则二次型•设 G 是一个表 p(a ： i ，- •- » a ： n ) 

的矩阵，则 G+G' 是交错矩阵，而且这个交错矩阵是与 G 的选取无关的.我们可以 
研究对于 G + G' 的迷向向量，迷向子空间及全迷向子空间等.像以前一样，以^ 
表V 的共轭子空间. 

定义1设 〆 巧，…， a :„) 是个 n 元正则二 次型. 一向量 （ ai ，…， a „) 称为奇 
异，如 g{ai, … •， o „) = 0 ;否则它称为非奇异.一个子空间 v 称为奇异， iiamvnv 



§2 奇异子空间正则二次型的指数 


中含一个非零子空间，使得 g { ai , …， a „) = 0,对这个非零子空间中任一向量;否则, 
V 称为非奇异的 . V 称为全奇异的，如 5(0,, , On ) = 0,对所有( 01 ,- -,0„)€^. 

定理1 设 g ( x lt - , X „) M n 元正则二次型，而 G 是表 - - , x n ) 的矩 
阵，则对于 j ? 的奇异向量，奇异子空间和全奇异子空间分别是对于 G + G ' 的迷向 
向量,迷向子空间和全迷向子空间. 

【证】对于奇异向量，奇异子空间定理显然成立.现在设 V 是全奇异子空间. 
设 vi,t>a e V,则 viGv[ = 0和 ViGv^ = 0,及 

(«1 + W2)G(wi + V 2)' = 0, 


于是 


0 =(«1 + V2)G(vi + «2 ) ； 

=ViGv'i + ViGv-i + V2GV1 + V2GV2 

=vi{G + G^. 

这就证明了 K 是全迷向的. 

从定义1及定理1立刻 推出： 向童是奇异的，当且仅当 
( ai ，… ， an ) G ( ai ，…， On )' = 0. 线性子空间 V 奇异，当且仅当矩阵 VGV' 奇异. 
V 全奇异当且仅当 VGV' = 0. 

定理2 —非迷向的平面包含0条或2条奇异直线.一个迷向的但不是全竒 
异的平面包含0条或1条奇异直线. 

【证】这是以下关系式的直接 推论： 

(Auj + wj)G(Aui + V2Y = + Aui [G + + vjGvj- 

定义 2 设 5 ( n , •••,!„) 是个正则二次型，它的全奇异子空间的最大维数称 
为它的指数，正则矩阵的指数就定义为它所表示的正则二次型的指数. 

易见，正则二次型的指数在合同之下不变. 

定理3 任一指数为的正则矩阵 G 皆合同于 



其中(»2«/+1，…， ®n)Gi(l2«/+l， …，; Cn )’ = 0 推出 X 2 v +1 = ■ ■ = X „ = 0 . 

【证】设； f 是个极 大维〃 的全奇异子空间.设 F 是个71 - t / 维的线性子空 
间，使 
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可逆，于是 



_ / 0 XGY ' 、 = ( 。 X{G + G ') Y ' \ 

~ ^ YGX ' YGY ' j = \ YGY ' )' 

因 G 正则, X{G + G ') Y ' 的秩为于是 n 彡 2 t /. 有可逆矩阵 P 和 Q 存在，使 
PX(G + ^ Y ' Q 1 = (/W 0). 


于是 



因 G 的指数 为*/ ，故 ( x ai /+1 ,.--, x n ) D ( i 2l/+ll --. , x„Y = 0推出 


X2u+1 =…= In = 0. 

定理 4极大全奇异子空间的维数一定相等，即等于 G 的指数 t/. 

【证】 设 P 是个极大全奇异子空间，维数为 rf , 则依定理3的证明， G 合同于 

( 0/(*0 
0 

因 P 是极大全奇异子空间， (X2d+1 1 •'' JrODHlM + l ，...， a ： n )' = 0推出 X2d+1 = 
…== 0•由 （5), (6) 合同及 Witt 定理推出 

0 J \ 

0 与 A 

G J 

合同.这与性质 （ Z 2 d +1， … ，: Cn ) D (: Cm +1， … = 0 推出 X2d+l = • • • = X „ = 0 
抵触，除非 v = d. 
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§3正交群 

设 G 是 n x n 正则矩阵.一切 n x n 矩阵; T 适合条件 
TGT = G (mod K n ) 

者组成一群,而且这个群仅与 G 所属的 M n / K n 的陪集有关而与 G 的特殊选取无 
关.这个群称为 f 上对于 G 的 n 级正交群,记作 0„( F , G ). 0„( F , G ) 的换位子群 
记作 fl n ( F , G ). 

如 G 和//是合同的正则矩阵，即有可逆的 C 存在，使 
CGC ， = H (mod K n ), 

则在对应 

T — CTC~ l 




关于这一情形的正交群 O n ( F , G ) 的研究与特征数/ 2的域 F 上正交群 O n ( F , S ) 
的研究完全平行，因此，我们在以下只扼要地讨论一下群 0„( F , G ), 而将重点放在 
不同之处. 
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首先，我们指出，从 TGT = G 推出 T(G + G ') T ' = G + G '. 这就是说，如 
Te 0„( F , G )， 则 r e Sp „( F，G + G ，). 因此， 0„( F , G ) 是 Sp n ( F，G + G ') 的子群. 
以下令 S = G + G '. 

定义1 同一维数的两个子空间 Vi 和的称为正交等价，如有一可逆矩阵 P 

和一正交矩阵: T 存在，使 

Vi = PV 2 T 

(参看第七章定义 6.1). 

定理1 设 Vi 和 V 2 是两个同一维数的非迷向子空间，则％和％正交等价 
当且仅当和 V 2 GVi 合同. 

可仿第七章定理 6.1 证之. 

系理1 设 Vi 和14是两个同一维数的非迷向子空间.如果 ViGV / = V 2 GVi ， 
则有 r e 0„(_ F , G ), 使 VxT = V 2 . 

参看第七章定理 6.1 的系理 2. 

定理2 设 K 和 V 2 是同一维数的两个全奇异子空间，则 Vi 和 V 2 正交等价， 
更进一步,我们有 w = v 2 r . 

亦可仿第七章定理 6.1 证之. 

定理3 设奶和 是两个非奇异向童，则 Wl 和 r 2 正交等价当且仅当 v x Gv \ 
和 vjGvj 合同. 

【证】如的和奶正交等价，自然 Wl Gvi 和 V 2 Gv ' 2 合同.反之，设和 
V 2 Gv ' i 合同.设 

viGv{ = a 2 V2Gv' 2 . 

先研究«, = 0的情形.如 v 丨 St 4 = 0,则 


(Vi + av2)G(v\ + av2)' = 0, 

于是= { JU 2 . 这时 ui 自然与 v 2 正交 等价. 让我们假设 viSv ' 2 # 0. 于是 
是非迷向的，而且 


(:) 




§4 O n ( F , G ) 中元素的形式 
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于是 

vj = aujT . 

其次,研究# 0的情形.这时有 n 维向童％存在，使= 1. 我们可以 
假定 mGu\ = 0. 实际上，如叫口# / 0,则有 /3 = A Vl + Mt>2 + €, S e t j ，使 
0G0' = 0 .令 viSu[ = n- 如 /i / 0, 我们可取 n~ l P 作为新的 u!, 就有 uxSui = 1, 
使 uiGu'x = 0•如 p = 0,而且 A — O, 有 7 e( Wl ) ，使 yGy = uiGu ' x , 于是可取 
«i +7作为新的如 Mi = 0而且 A / 0,则 


(Avi + A(uiG« , 1 ) _1 «i + {)G(At>i + A(«iGu / 1 ) _1 Ui + 幻 ’ = 0. 
这又化到 P / 0的情形. 

同样，我们可求得一向童 u 2 , 使= 1,而 vuGv^ = 0. 于是 


(：H：y=(° .-)(：H：y( a .-)=(" o) 

依定理 1 ,有 reO „( F , G ), 使 

(: H 、-)(:) r . 

于是 

Ui = aviT. 


系理 2 设仍和 1 > 2 是两个非奇异向量，如 Vl Gv[ = V2GV' 2 , 则有 T e O n (F,G), 

使 


§4 0„ (厂 G ) 中元素的形式 

先研究的情形.设 
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于是 



属于 On(F,G), 当且仅当 

(1) ^ = 0, CIXsO 及 AEf + BC' = I. 

又从 TGV s G 推出 T- X CT~ X = G. 但是 

叫^), 


故有 

(2) D'B = 0, CMsO 及 D'A + B'C' = I. 

定理1当《/ = $时，以下这些元素都是 0„(F，G) 中的 元索: 

1.(= ) ( A 是 rx */ 可逆 阵)； 

n.( 卩) 及 U:) ㈣ 
III . (^ = J 是对角矩阵)， 

而且, 0„( F , G ) 中每一个元素都可以表成下面的 形状： 



其中 A ■三 0, K 三0,欠可逆， J 2 = J 是对角矩阵. 

可仿第七章§7证之,亦可与第九章定理 1.2 比较. 
再研究0 < 2 i / < n 的情形.设 


G 



/(•») 

0 


A 



而 


是定号的，即 xAx ， = 0推出 ; c = 0. 这时我们有 

定理2当0 < 21/ < n 时，以下这些元素都是 O n ( F , G ) 中的 元素： 


(UeO n -au(F,^))； 


(户= J 是对角矩 阵)； 


PAP 1 I 

I 和 PAP ' 

(4 + l ) UA + W 


P ，而尸 = 是任意的. 


更进一步， O n ( F , G ) 中任一元素皆可表示成下面 形状： 


这个定理可仿第七章§8证之,亦可与第九章定理 1.3 相比较. 


§5正交平延 

仍以5表示交错矩阵 G + G 1 . 我们在§3中已经指出， 0„( F ， G ) 是 Sp n ( F , S ) 
的子群.现在我们来研究，何时一个辛平延是正交平延. 
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依第七章定理 9.1, 任一辛平延皆可表作 
1 + XSv ' v , 

而 A €尸及 vSv ' = 0. 更进一步，我们有 

定理1 辛平延 J + XSx/v 是正交矩阵（因而是正交平延）当且仅当 V 是非奇 
异的而且 A = ( vGv 1 )- 1 . 

【证】如 r 非奇异，而且 A = hGi /)- 1 ，则 

(/ + A 5^; , t ;) G (/ + A 5 t ; , t ;) , 

=G + XSv'vG + XGv'vS + X ^ Sv ' vGv'vS 
=G + XSv'vS + XSv'vS = G , 

即 I + XSv'v 正交 • 

反之，如 I + \ Sv'v 正交，则 


(/ + A5t/t;}G( J + XSv ' v )' = G . 

于是 

XSv'vG + XGv'vS 4- y ? Sv ' vGv'vS = 0, 
XSv'vS + ^ Sv ^ vGv^vS = 0, 

(A + \ 2 vGv ') Sv'vS = 0. 

如 t;Gt/ = 0, 即 Sv'vS = 0, 这是不可能的.因此 vGv ' ^ 0. 于是 


⑴ 


A = ( uGt »’) _1 . 

定理 2 设!/ > 1,则任一正交平延皆正交相似于以下形状的一个正交 平延： 

'00 A - 1 0 0 、 

0 I— 1 ) 0 0 0 

AO 0 0 0 

0 0 0 z^- 1 ) 0 

0 0 0 0 J(n-20 , 

【证】设 / + XSx/v 是正交平延，而 A = ( wGt /)- 1 , 则 uGt / = A - 1 •因 


(1 0 A - 1 0 0) 0 0 


(1 OA- 1 OO^W 1 ， 
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故依定理 3.3 的系理,有 r e 0„( F , G )， 使 

v = (1 0 A _1 0 0) T . 

于是 

T(I + XSv ^ T - 1 =/ + XSivT ^ YivT - 1 ) 

-I + XS (1 0 A -1 0 0)’(1 0 A -1 0 0), 

即为形状 （1). 

定理 3 O n ( F , G ) 由正交平延所生成，除开 n = 4,1/ = 2而 F = F 2 这一 If 形. 
证以 T 表示正交平延所生成之群.先研究的情形.对于任一 A e F *, 
有正交平延 

/ 0 0 A ' 1 0 \ 

0/0 0 

A 0 0 0 

^ 0 0 0 I j 

特别, T 包有 

/ 0 0 1 0 ^ 

0/00 
10 0 0 
^ 0 0 0 /； 



故 T 包有 



对一切对角矩阵 J = J 2 . 其次，1包有 
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除开 n = 4 及 F = F 2 之外，由第六章定理 3.3 推出 T 包有 



而太 e GL V (F). 最后，1包有 



如尸二朽而 n >6, 取 




在这两个情形，1都包有一个形如 



的元素，其中 K = 0, 而且 A" 的秩为 2 .因 



f 1 ^ V 

_ ( I 凡1 +《2、 

\0 I ) 

V ° w 

Vo i ) 
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故1包有一切 

( 4 ) (^)㈣). 


依定理 4.1, O n ( F , G ) 由一切 （2), (3), ⑷所生成.故 £ = O n ( F , G ). 
再研究 \ 的情形.我们先证明，2：包有一切 



如 F # 朽或 f = 而 i />3, 这是情形 i / = | 的结论.如 F =巧而1/ = 2,可如 
下 进行： 首先，我们指出，容易证明 n = 6而且可设 


A 


(o 


注意 （0 0 0 0 1 0) 及 （0 0 0 1 1 0) 都是奇异向*,以它们为向量的正交平延设为: 
和 r 2 , 则1包有 



故 t 也包有 



APAP ' A ' AP 
I 

(4 + A ') P ' A ' I 


Pi^Pl 

I 

(4 + A')Pi 



(i = l ,2), 
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§5 正交平延 


391 . 


\ (.A + A')^ 

只要证 T 包有形如 （6) 的元素中 


0 • ■ 0 p 0- • 0 


即可.如 F =丹，这可从上一段的讨论中推出.如 fV F 2 , 则有 A € F •而入# 1. X 
包有(为书写简单起见，设„ = 4，= 1,4= ( =丄 )） 



(1 ( A 2 + ljap 2 (A + l)p 0、 


0 1 
= 0 

I 

^ (A + 1)P f 

因 A / 1, 当 p 跑过 F 时 ,（A + l)p 亦然.因而断言成立. 
依定理 4.2, O n {F,G) 由一切元素 （5), ⑹及 



而 UAU 1 = A, 所生成，因此还要证明 （7) 也属于 T. 我们将这个特殊情形陈述成 
一条引理. 

引理1设 G 是无亏数的正则定号矩阵，则 O n (F,G ) 中任一元素皆是正交平 
延之积. 

【证】因 G 定号,所有向量都是非奇异的，于是对于任一非零向量 t;, 都有一 
个正交平延 

T = / + (vGv'^Sv'v. 
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设 C / 是一个正交矩阵而 U ^ I , 则至少有一个非0向量 z 存在，使 art ； / a :. 

于是 

0 # ( a : + xU ) G(x + xUY = xGx ' + xG{xUY + xUGx ' + xUG { xU )' 
= xs ( xuy . 

令 

T = I + XS(x + xUY(x + xU ) 

是一正交平延，而 A = [( a : + xU ) G(x + xU )'\~\ j 5 !j xT = xU , 即 R = 1/7 '将 a : 保持 
不变. 

至少存在一个非0向量 j /, 使 xSy 1 Q . 如 ylh = V ， 定义£/ 2 = .如 yR 〆 y , 
则 

xS{y + yUiY = 0. 

于是正交平延 

T v = / + [(y + « l / i ) G(y + yt / 1 ) , ]- 1 5 (y + yUi)\y + yUi ) 

将 a : 不动而将 y 变到 j /队. 定义 t / 2 = UxTx . 在这两个情形都有 
xUi = x , yUi = y - 

平面 (=) 是非迷向的，于是 ( : ) 也是非迷向的，而且％将 ( : ) 变到 
自身.对于一组由 ) 中 n - 2 个向量所组成的基，％有形状 

k 0 1/ 3 人 


将上述讨论方法应用于的，如此进行下去，引理即得证. 

作为以上讨论的应用，我们来确定 O n ( F , G ) 的中心 . 

定理4 O n ( F , G ) 的中心仅由单位矩阵组成，除开 n = 2，*/ = 1,尸=巧这一 


情形，而在后一情形0 2 

【证】 设 




§5 正交平延 
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是 O n ( F , G ) 的一个中心元素，因它与所有形如 

) ( HAH ' = A ) 

的正交平延交换,它必为形状 




如 p = 0,本定理自然成立.以下设 i />0; 我们区别以下两种 情形: 
( i ) j / > 2•因 Z 与一切 



交换，故 Z 必为形状 


因 Z 与一切 


交换，故 Z 必为形状 


再从 
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⑼》/ = 1.因 ZGZ ' = G , Z 必为形状 



如 F #丹，有 a # 0, 1存在，于是有 



如 F =幵,但 n > 4,则有（为书写简单起见，设《 = 4) 



因此 Z 除非 F = F 2 , n =2而 1/ = 1. 

§6由2平延所演成的群（与第九章§2相比较） 

在本节中我们假定 1/^2. 

定义1正交群 O n ( F , G ) 中的一个元素了 = J + AT 称为（正交 )2 平延，如果 
N 的秩是2而且 NGN ' = 0. 

从（/ +汉)0(/ +汉)，三0推出 NG + GN ' 三0•写 


N = 



§6 由 2 平延所演成的群（与第九章§2相比较) 
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故 NS 交错.因的秩为2,故可写 


于是 


-(：)'(： ：)(：；)' 
-(：)(-)(：>■ 
(：；)-(：)■ 


因之任 一 2平延皆可表作 


一 (:)’(“)(:) 

因 NGN 's 0, ( ^ ) 是全奇异的. 

定理1 在 O n { F , G ) 之下,任_ 2平延皆相似于 


于是 NG + GN 's 0,给出爪2 ; 0, AT 21 =0, ^34 = 0,^43^0. 
推出 JV5 + SN ' = 0,即对称.可是 


NG + GN ' = 0 


Is:! 

JV14siv44 

^ ^ ^ ^ 

尺 zzz 找 

/ - \ 


也相似于 
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可仿第九章定理 2.1 的证明证之. 

今后，我们用 S 表示 0„(F，G) 中由 2 平延所演成的子群.显然，；5是 O n { F , G ) 
的正规子群. 

定理2 以下这些元素都是 S 的 元素： 

I. 0 A '- 1 (det>l e F» a ); 


(^ = 0); 


I + J J 
ni. j i + j 


(J2 = J 为偶秩的对角矩 阵)； 


PAP ' 


和 


r I 
PAP 1 
(A + A ') P ' 


\ (A + A')^ j 
其中 P 是任意 »/x(m-2«/) 矩阵. 

可仿第九章定理 2.2 的证明证之. 

定理3 给了任意一个I； € 0„_ 2 v (F,S),F* 里就有一个元素 a 存在，使 


属于 ff. 

利用恒等式 


(a \ 


( 0 

I 


I 

a - 1 

或 

a - 1 0 

I 


I 

\ U ) 


l U ) 


pAp ' 

1 

(A + A ') p ' 




p^p' 

1 

(A + A ') j / 


P 如 


(PAp 1 )- 1 


/ + 5(p4?/)-Vp 



§7 由双曲旋转的平方所演成的群（与第九章§3相比较） 
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其中 g = (pV) _1 P, 仿照第九章定理 2 .3的证明证之. 

定理4 当1/彡2时， fin ( F , G )= d , 除开尸=丹，》= 4，1/ = 2这一情形. 

可仿第九章定理 2.4 的证明证之 • 

§7由双曲旋转的平方所演成的群（与第九章§3相比较） 

在本节中我们假定 ^> 1 . 

定义1设 P 是个非迷向平面.如果 P 包含两条奇异直线，则 P 称为双曲平 
面. O n ( F , G ) 中的一个元素，如将尸*中所有向量皆一个一个地保持不动，就称为 
以为轴，以 P 为双曲平面的双曲旋转. 

定理1设> 1.在 O n ( F , G ) 之下,双曲旋转一定相似于下面形状的一个元 

素： 


(a \ 


f \ 

I 


i 

o - 1 

或 

a -1 

/ 


/ 

, r j 


l I 


可仿第九章定理 3.1 的证明证之. 

定理2 设> 1. 则每个正交矩阵都是双曲旋转之积，除开 F = F 2 ,n = 
4,1/ = 2这一情形 • 

证因当 u > 1时，正交平延都是双曲旋转，故本定理是定理 5.3 的推论. 
以下我们除开 F = F 2 这一情形.我们用 ft 表 0„( F , G ) 中由双曲旋转的平方 
所演成之群.显然，是 O n (F,G) 的正规子群. 

定理3 若《 > 1而 F # 巧， 以下这些元素都是力的 元素： 

" 0 、 

I. 0 A'~ l (det A e F* 2 ); 

f 1 K 'I 

II. 0 / (A ■三0,或 1/ 彡 2); 

( I + J J \ 

HI . J I + J (•7 2 -*/是偶秩的对角阵，若 1 /> 2 ) 



第十章特征数为2的域上的二次型和无亏数的正交群 


( I PAP' P \ 

7 (P 为任意 v x ( n - 2 i /) 矩阵). 

(A + A')^ I ) 

可仿第九章定理 2.2 及 3.2 的证明证之 • 

定理4 设 i /彡 1而尸/丹，则仏(尸,<7)=氙 
可仿第九章定理 2.4 的证明证之 • 

§8 0„(F，G) 的构造 （// 彡 1) 

定理1设 n 彡4及1/彡1.则群 n n (F,G) 是单群，除开以下的 例外: 



因为 朽上的 n x n 正则矩阵的指数总> 1，若 n > 6. 所以只要分别研究以下 
三种 情形： 

( i ) n ^ 4, 1 / = 1, F ^ Fi- 

( ii ) n ^ 6, t / ^ 2. 


j 

/ 

I 

(01 \\ 


f 2 , 

0 0 

1 1 

1 


V 0 1" 


情形 （ i ) 的讨论可仿第九章§6证之，而情形 （ ii ) 的讨论可仿第九章§7证之.而情 
形 （ iii ) 可参看 Dickson , Linear Groups . 

最后，仿照第七章定理 11.1 的证明可证 

定理2 设 9 = 2". 以&表示 g 个元素的有限域.于是群 0 2 m ( F qt G ) = 
fl 2 m ( F Q , G ) 的阶，当 G 的指数1/ = m 时，为 

{ q m - - l )#"*- 1 ) •••( g 2 - l )9 2 , 

当 G 的指数 = 时，为 


( 9 m + 1 )(^("*-!) - • ( g 2 - l ) q 2 . 



第十一章特征数为2的域上有亏数的正交群 

§1群 O n ( F , G ) 的一些初步性质 

在本章中我们仍假定 F 是特征数为2的域,并且总假定 G 是个亏数 d > 0的 
nxn 正则矩阵.在第十章§3中己经定义，一切适合条件 TGT ' = G 的矩阵 r 组 
成一群，称为 F 上对 G 而言的正交群，记作 O n ( F , G ). 

我们可以写 

G =( G(i2P) G p ) (2 p + d = n ), 

其中 G , 是个无亏数的正则矩阵，而 C 2 是正则对角矩阵.相应地，我们写 



B (2 p ,< i) iC = C ( d ,2 p ) D = D ( d ) 于是从 TGT's G 推出 
AG X A ' -¥ BG 2 B ' = G U 
CGiC ' + DG 2 D ' = G 2 

AG X C ' + BG 7 D ' + ( GGM ，+ DG 2 B ')' = 0. 

A ( G , + G \) A ' = Gi + G \, 

即 A 是对于可逆交错矩阵 Gi + G ； 的辛矩阵，因之力可逆.从⑶推出 
A ( Gi + G \) C ' = 0. 

因4可逆,无亏数,故 C 7 = 0.再从 （2) 推出 

{D + I ) G 2 (D + I )' = 0, 

因 g 2 是正则对角矩阵，故 I ? = A 因之，如 r e o n ( F ， G ), 则 



其中 A = A^\B = 
( 1 ) 

⑵ 

及 

(3) 

从⑴推出 


而 A 为对于 Ga + G ' i 的辛矩阵，而且 
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(5) AG \ A ' + G \ — BG ^ B '. 

反之，如4是对于 G +Gi 的辛矩阵，而>1, S 适合条件⑻,则⑷是 0„(F, G) 中 
的元素.更进一步，矩阵 B 由/ 1唯一 确定. 实际上，从 AGiA ' + Gi = BG 2 B ' 及 
AG X A ' + G = BiGiB [ 推出 （S + B 1 ) G 2 {,B + Bi )' s 0,因之 S = 與.这样我们证 
明了 

定理1群 0„( F,G ) 与+ G \) 的一个子群同构，这个子群由那些 
辛矩阵 A 所组成，这种辛矩阵>1具有性质 

AGiA' + G\ = BG2B 1 , 


对于某个唯一确定的 

为了简单起见，以下我们就用表 Sp 2 p ( F , G 1 + G [) 的这个子群. 

从 （1) 容易看出， AGW + Gi 和 BG 2 B ' 都与对角矩阵合同.因此只需描写 
AGiA ' + Gi 的对角元素.令 


Ca =卩1，办， ■ • •，M- 

考虑加法子群 

an = f 2 Si + f 2 s 2 + ••• + F 2 s d , 

其中 F 2 表示 F 中平方元素所组成的域.因 g 2 正则， rot 是 F 2 上的 d 维向量空间. 
于是我们有 

定理2 群 0„(f, G) 由 Sp 7 p ( F , G l + G [) 中那些元素4组成，它具有 性质： 
AG^'+Gi 


的对角线元素属于 Wl. 

【证】因 U 2 , … ，知在 尸上线性无关，丑由 AGM' + G! 的对角线元素 
唯一确定. 

系理1如 p = 0,群 O n (F,G) 仅由单位元素组成.如 p > 0,群 0„(F, G) 包 
有 O 2p (F,G0 作为子群，因之， O n (F,G) 的中心仅由单位元素组成. 

系理2 97l = F , 则群与 Sp 2 P { F ) 相重. 

最后，我们给出一个重要注意.如 F 为有限域，或更一般地， F 为完全域.即 
F 2 = F ，则 m = F, 因之这时 O n (F,G) = Sp2 P (F). 因为群 5p2 P (F) 已研究过，所 
以以下我们将永远假定 F 不是完全域，因此 F 不是有限域. 

§2半奇异向量 


定义1 —个 2p 维向量 v 称为: 



§2 半奇异向* 
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I . 奇异，如 vGiv 1 = 0; 
n. 半奇异，如 vGiv' e trn ； 

III . 非奇异，如 vG lV ' jt o . 

显然,奇异向量一定半奇异,但半奇异向量或是奇异，或是非奇异. 

奇异向纛只在 G 的指数《/彡1时才存在. 

定理1如果有半奇异向量存在，则 G 的指数 > 0. 

【证】从 vGW € an 推出有一个 d 维向童 U , 使 vGix/ = uG 2 u '. 于是 ( u . ii ) 
就是 G 的一个奇异向量.因此 t / 彡 1. 

定理2 正交矩阵将半奇异向量变到半奇异向量. 

【证】设《是半奇异向量，即 vGiv' e OT , 设4是正交变换，即 AGxA'+Gi = 
S , 而 S 是对角形矩阵其对角线元素皆属于 OT . 于是 


(vA)Gi (vA)' = vAGiA'v' = v(Gi + B)v' = vG\v' + vBv' 
仍属于 OR , 因此本定理成立. 

定理 3 设的和 v 2 是两个任意的半奇异向量，则有一正交矩阵>1,使 


t>i = V2A . 

【证】设和 U 2 是 d 维向童，使 

uiGjWj = viGiv[, U2G214 = V2G1V2, 

则 

(Vi,Ui)G(Vi,UiY = 0> (V2，ti2)G(U2,U2)’ = 0. 

有 （n — 1) X n 矩阵 X 和 F 2 存在，使 

(%，)和(％，） 

皆可逆.子是 


( vi ui W vi ui V 

=( 0 

(vi,«i)(G + C? , )Vr \ 

V k ) 

V K J 

v° 

y\GY{ J 

( V2 U 7 \o( ^ U2 V 

=(° 

(v 2 ,u 2 )(G + G')Y^ \ 

\ Y2 ) 

\ Y2 J 


y-iGYi J 


因 G 正则， (« lt u,)(G + 和 { v 2 , u 2 )(G + G')Yi 都是非0向童.因此有 
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(n - 1) X (n - 1) 可逆矩 阵巧和 巧存在，使 



0 1 0 -0 \ 

Q at bi 

0 0 ( i = 1,2). 


: A 

V o o 


于是 



根据 Witt 定理的推广（第十章定理 1.4), 推出 A 和込 合同，即有 ( n -2 )x ( n -2) 
可逆矩阵存在，使 RD,R! = D 2 . 于是 



(' ,)(\ rH Alw ? 


有性质 AG X A' + Gi = BG 2 B，， 而且 


Vl = V2A , 


而定理证毕. 

系理如^是一个半奇异向量，而 v 2 是任一奇异向量，则有_正交矩阵木 
使 

Wl = V 2 A. 


定理4 

A 使 


设奶，巧是两个非奇异向量.如 ViGlt/, = V 2 GW 2 , 则有一正交矩阵 

Vi = V2A. 


【证】这从 O n (F,G) D 0 2 p (F,G 1 ) 及关于 Oip^Gr) 的相关结果（第十章 
定理 3.3 的系理）推出. 



§2 半奇异向量 
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定理5设 Vi , u ； i , U 2, w ；2 是半奇异向童.如果 viSw [ = v ~ iSuf 2 、 而5 = Gi + Gj , 
则有一正交矩阵 A , 使 

(: y(:y 

【证】存在着 d 维向童使 


(V2,X2)G(V2,XaY = 0 , 
= 0, (w2,yi)G(w2,y2)' = 0- 


于是 



分别讨论以下两种 情形: 


(^ viSu /, = v 2 Sw ' 2 = 0. 这时可像定理3的证明那样来证明本定理. 

(iiJviSu ;； = V2Sv/ 2 # 0. 这时 ， f Vl ) 和 f ” 2 ) 是对于 S = G l +G\ 的非 

\ / \ W2 / 

迷向平面，于是 



g 2 ) 


根据第十章定理 1.4( Witt 定理的推广)，推出 
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和 


第十一章特征数为2的域上有亏数的正交群 



合同，即有 （n - 2) x (n - 2) 可逆矩阵 R 存在，使 



而 AGiA ' + Gi s BG 2 B '. 于是 

(: H:h 

而>1 e O n ( F , G ). 因此定理这时也成立. 


§3 0„(F，G) 中元素的形式 

先研究 p = u 的情形.设 


于是 



/( p ) 

0 


Gi + G \ - 



§3 O n ( F , G ) 中元索的形式 
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(A B 、 

= u 


eO n ( F , G ) 


当且仅当 


TGiT 1 + Gi = 


AB ' AD ' + BC ，+1 
CD 1 


与一个对角元素属于 OT 的对角矩阵合同，即 AB \ CD ' 是对角元素厲于的对称 
矩阵而 AD ' + BC ' = 7. 

从 TGT + G 与一个对角元素属于的对角矩阵合同我们推出，+ 
G 亦然.但 


叫 


所以 D ' B , C'Ar 是对角元素属于的对称矩阵而 
D'A + B'C = 1. 

定理1 设 " = j ). 以下这些元索属于 O n ( F , G ) 

， { 1 K 


II . 


A 0 
0 / i '- 1 


III . 


( fc 是对角元素属于 on 的对称矩 阵)； 
\ 

( A 可 逆)； 

)( J 2 = J 是对角矩阵). 


J /4 
^ I + J « 

更进一步， O n ( F , G ) 中任一元素皆可表示成形状 



其中 X , Y 是对角元素与属于的对称矩阵, 4可逆， = J 是对角矩阵. 
可仿第七章§7证之,亦可与第九章定理 1.2, 第十章定理 4.1 相比较. 
现在研究 u < p 的情形.设 
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以下总以5表示交错矩阵 Gi + Gi . 

定理1 辛平延 J + XSx/v 是正交矩阵当且仅当 A + X 2 vGiv' e m. 

【证】我们有 

(/ + XSv'v)G 1 (I + XSv'vY + Gi 
=XSv'vGi + XGiv'vS + X 2 Sv , vGiv'vS 
=(A + 

因 Sv'vS 是对角元素为 F 2 中元素的对称矩阵 ，故1 + XSv'v G O n (F,G) 当且仅当 
A + X 2 vGiv' G m. 

定义 1 正交平延 J + XSx/v, 其中 A + \ 2 vGW G Tl, 称为奇异，半奇异或非 
奇异依 W 奇异，半奇异或非奇异而定. 



§4 正交平延 
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( 1 ) 


我们指出，半奇异平延存在当且仅当 G 的指数 J/^l. 

定理2 设!/多 1. 每个正交平延皆正交相似于以下形状的一个 平延: 


( 1 + XU 0 Xu 2 0 

0 0 0 

A 0 1 + Xfi 0 

0 0 0 


其中 a + AV e an. 

【证】设 J + XSv'v 是正交平延.置 M = ”G〆， 则入 + 入 2 m e OT. 因 


(1 0 M 0 0) 


0 / 
0 0 


A 


(1 0 /i 0 0) ; = n . 


故依定理 2.3(ip v 奇异）或定理 2.4( 如 v 非奇异)，知有正交矩阵 r 存在，使 


v = (1 0 m 0 o)r. 


那么， T(I + XSv ' v ^- 1 即为 （1). 

我们注意，如半奇异,则为使 I + \Sv'v 是正交平延,只要 A e OT 即可.特别 
有 

系理1 设1/ > 1. 任一奇异平延皆正交相似于以下形状的一个 平延： 

K'l 


而 A 6 on. 

我们再注意，如 w 非奇异，取 A = /i- 1 就有 A + A 2 m = 0. 因之有 
系理 2 设彡 1. O„0F, G) 中包有非奇异平延 
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对一切 A €尸. 

定理3群 O n ( F , G ) 由正交平延所演成. 

【证】以1表由正交平延所演成的群.我们要证明 T = O n ( F , G ). 分别研究 
以下两种 情形： 

( i ) i / = p •设 A ： 为对角元素属于 OT 的对称矩阵，则 
K = Kx + K 2 + - + K m , 

而 = ,0, fc l 0, --,0】,* e 2 R 或 

0 

0 a 
a 0 

” (z ) 七 v(r; 

显然，如 & = [ 0 , … ， 0 , *， o , • •., oj , 而 * e aw , 则 
(二） 






§4 正交平延 
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为正交平延之积.这就证明了 

(2) ( ^ (K 为对角元 素属于 971的对称矩阵) 

属于 T 

其次， T 包有 



对所有 A e F ••因 GL„(F) 由 [A, 1,…， 1] 及 Bij(X) 所生成，而 S y (A) 在 GL V (F) 
中互相共轭，故 T 包有 



对一切可逆 A 
最后，因 



T 包有所有 
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⑷ 

而 J 2 = J 为对角矩阵. 


(J I + J \ 
\ I+J J ) 


这样一来，因 O n ( F ， G ) 由一切形为 （2), (3), (4) 的元素所生成,故 T = O n ( F , G ). 
( u ) v < p . 依定理 3.2, 只需证 


A 

C 


B 

D 


都属于 1. 由⑴知 


而 



的证明与第十章定理 5.3 中的证明相似，因而略去.关于 



的证明我们叙 述成： 

引理设4为无亏数的正则定号矩阵，而 (a e ) 是指数0的正则矩阵， 

则 g )) 中任一元素皆 IE 交平延之积. 

【证】因4定号，所有向量皆非奇异. 

设是一个/ J 的正交矩阵.于是有一个向童: r 存在，使 art / # a :. 于是 



0 ^{x + xU ) A(x + xU )' 

= x{A + UAU ') x ' + xS ( xU )', 


I 的指数为 o , xS{xuy = o ； 否则将有一 d 维向貴 j // o , 使 


0 ^ (x + xU ) A(x + xl/y = y <? 2y ’. 
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于是 {x+xU,y) 将是对于 G2 ) 的一个奇异向量考査正交平延 
T = I + A 5 (x + xUY{x + xU), 

其中 A = [(x + xU)A(.x + xU)' + x{A + UAU')x'] - 1. 于是 
xT = xU, 


即 ^ = [/ r 将; r 保持不变. 

存在着一个向童 I /， 使 xSy 1 / 0.如|/仍= y ，令1/2 =仍；如纪仍/ V ,则正交 

平延 

Tx =/ + A5(y + yI/,) , (y + yl/i), 


其中入= [(y + yU^Aiy + yU x )' + y{A + t / iZilWl - 1 ， 将 z 不变而将 y 变到 yh 
这时令 t / 2 = £/, r ,. 于是在这两种情形都有 

xUi = x, yUi = y. 

平面 ( = ) 是非迷向的，于是 ( : ) 也是非迷向的.对于一组由 Ay 及 
( = ) U 2 有■形状 


/ /< 3 > 0 \ 
k 0 £/3 人 

将同样讨论应用于％并继续进行下去，即可证得本引理. 


§5由半奇异平延所演成的群 


以5表由 O n (F，G) 中半奇异平延所演成的群.因正交矩阵将半奇异向纛仍变 
到半奇异向量，故 S 为 O n (F,G) 的正规子群. 

定理1 以下这些元素都是; J 中的 元素： 




{K 是对角元素属于 OT 的对称矩 阵); 


II . 


A'~ l 


(Ae SLJF)); 
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I I + J J 
III . J I + J 


( J 2 = J 是偶秩的对角矩 阵)； 


( I PAP' P \ 

I (P 是任意*/ x (2 p -2»/) 矩阵). 

(4 + 4 , ) P , I ) 

【证】完全和定理 4.3 的证明中一样，可以证明 I 和 II 属于 5. 

'0 ' 


设夂= 


0 


，则 


由此推出 in 厲于 d. 

至于 IV 属于；？的证明可仿第九章定理 2.2 的证明证之. 
定理2 设《/>1.5?的中心仅由单位元素组成. 

【证】设 f 

' A B P 


C D Q 
R T U 


是衣的一个中心元索.因为它与一切 

交换,故它的形状是 


( A a € SL V {F)) 


又因它与一切 


交换,其中是对角元素属于 OT 的对称矩阵，故 



§5 由半奇异平延所演成的群 


最后，因它与一切 

I PAP' P 
I 

(4 + A')!* 1 I 

交换，故 t ； =人这样,只有单位矩阵是 S 的中心元索. 

记 On(F,G) 的换位子群为 a ,( F , G ). 

定理3设> 1.群 n „( F , G ) 与由半奇异平延所演成的群相重 • 

【证】先证 C 0,( F , G ). 因为任一半奇异向 ft 可经一正交变换变到预先指 
定的任一半奇异向量，所以半奇异平延在 O n (F,G) 中共轭于具预先指定的任一半 
奇异向量的半奇异平延.因此只要证明 

(“） 

(为书写方便，设 p = 1/ = 1), 当 A 跑过 OT 时，皆属于 n „( F , G ). 可写 


A = * a ( fc - 2 A ), 


而 fc 2 入 € OTl , fe ^ 1, fc € F . 于是 


( 1 x ). 

.( l+ fc 

f 1 k~ 2 X \ 

Vo ij- 

V (i + fc )- 1 ) y 

< 1 ) 


V 

1 ( 1 k~ 2 X 


V (1+*)- 1 / 

l 1 


为换位子，因此 S C iin(F,G). 

其次再证 fi „( F , G ) c 5. 这只要证，对任意 P,Q € O n (F,G),P- 1 Q~ l PQ e d 
即可.先证 P~ l Q- l PQ e 对任意 P e O n (F,G) 及任意正交平延 Q . 依定理 4.2, 
有一正交矩阵 r 存在，使得 

^ 1 + A#i A/x 2 \ 

⑴ TQT- 1 = A 1 + A/i ， 


而 A + AV e an . 因衣是 O n ( F , G ) 的正规子群，故由 e 5 可得 
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P-^PQ € ff . 因此不失普遍性，可设 Q 即为 （1). 依定理3.2,尸可表作 
' YAY' Y\(l + J J 


1 p B 

P= XAX' I X\\C D 

\liA + A')X' J 八 

再依定理 1, _ P 可表作 


(A + A')Y' 


(a 


1 0 a -1 、 

I 


/ 

a" 1 

巧或 

a 0 

/ 


/ 

V u 


l u / 


而 A e ff . 因此只需研究 


C?1 =( 

° 

( 1 + A/x \/i 2 

V 7 a 

v 1 

) 

^ A 1 + Xfx 

/ \ a_1 八 A 

1 + Am ) 

及 





C a =( 

a_ T 

(1 + A/i \fi 2 

) 7 a _1 U 1+A/i 

Am 2 \ 

° ) 

V A 1 + A/i / 

/ \ a A A 

\+ Xfj,) 

( 为书写简单计，设 p = p = L) 我们有 




Ci = | 

( l + (l + a- 2 )AV 

(1 + A/i)(l + a_ 2 ) V 、 



1 (l + AAi)(l+a 2 )A 

1 + (1 + a 2 )AV 2 ) 


及 

C 2 =( 

' a~ 2 A 2 + (1 + A#x) 2 

(1 + Am)(o~ 2 A + A/i 2 ) \ 



(1 + A/i)(Aa 2 A/i 2 ) 

(l + A M ) 2 + a 2 AV /' 


于是 

f 

f [l+a+o-w 

[l + (l + a-»)A M ]- 2 ) 5> 



如 1 + {1 + a —/ 0， 

’ [l + (l + a ) V ]- 2 

[1 + (1 + o ) A / x ] 2 
如 1 + (1 + a ) A/i # 0 
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及 


Czd = 


( ( a -^ + Cl + AM )] 2 

V [o _1 A + (1 + V) 广 2 

如 crU + U + A/^O 

([(1 + Am) + aA/i 2 ) -2 

V [(1 + V) + aXfi 2 ] 2 
如 (1 + A/x) + aA/i 2 ^ 0. 


5, 


S, 


因此 P ~ l Q~ l PQ e ff . 

现在设 P 和 Q 是 O n ( F ， G ) 中任意两元素.依定理 4.3, Q 可写成正交平延之 
积.设 Q 是 n 个正交平延之积,我们对 n 行施归纳法.我们可以写 Q = Q X Q 2 , ^ 
中 A 是正交平延而(? 2 是 Ti - 1个正交平延之积，于是 


p-^Q-^PQ =p- l Qi 1 QT 1 PQiQ2 

^{P~ 1 Q2 1 PQ2)Q2 1 (P~ l Qi l PQi)Q2, 

依归纳法假设， 

P ~ 1 Qi 1 PQ 2 e 5及 P ~ l Q^PQi e 5, 

因此 

p - ig -» PQ 6 3 

定理3至此完全证毕. 

定理4 设 V > 1,则任一半奇异平延在 n „( F , c ?) 之中皆共轭于具奇异向量 
(1,0, ••- ,0) 的奇异平延，即皆共轭于以下形状的一个 平延： 

/ \ 

入， ， 

、 1 > 

其中 a e an . 

【证】设 r = J + XSWv 是一个半奇异平延， w 为半奇异向童.依定理 2.3 的 
系理,有正交矩阵 A 使 

( l ，0，."，0) = t;A 

依定理1和定理3知，可以写 


(I ) 


( I \ 

a 


0 a " 1 

1 

或 A 

I 

a - 1 


a 0 

V ^ 
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因此定理 4 得证. 

系理设 " > 1，则任一半奇异平延在 Hn ( F , G ) 中皆共扼于一个具预先给定 
的半奇异向量的半奇异平延. 

§6 ) 的单性 

定理1 设彡1,则 Qn(F,G) 是单群. 

先证次之引理. 

引理1设91是 Sln(F,G) 的一个正规子群，如果识包有一个半奇异平延，则 
m = Sl n (F,G). 

【证】设饥包有一个半奇异平延.依定理 5.4, 可设识包有以下形状的一个 
奇异 平延： 

⑴ 



而 A e rot. 如果我们能够证明91包有一切形状 （1) 的奇异平延，则本引理即从定理 
5.4 推出. 

首先，我们断言91包有一个形如 （1) 的元素而 A / 1. 因为，如 A = 1,可以 P 
中选一元素 a / 0,1,于是从 

(。: rir (。: K ; 小(二")， 

而 a 4 + 1笋0,推出我们的断言. 

为书写简便起见，设 p = «/ = 1.于是01包有 

(n)(m 


及 
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因 F 为无限域，可以设 d 〆1.因之01包有 


(l ' 

\( ^ v 1 

f 1 

u° 4 v 


U i 




V Ka s + 1) 1 y 


因 a 4 / 1，故 a 8 / I. 当 A 跑过 OT 时, A(a 8 + 1) 亦然.这就证明了贝包有一切形 
状 （1) 的平延.因此91 = n n (F,G). 

现在来证明定理1.设01是 li„(F,G) 的一个正规子群，而91不只含单位元素. 
我们要证明91 = n„(F,G). 设91 3 iV, 而 N 不是单位矩阵.因 fI n (F,G) 的中心仅 
由单位矩阵组成，而 f2 n (F,G) 由半奇异正交平延演成，所以有一半奇异正交平延了 
存在，使 

T^N^TN ^ I. 

设: T 具半奇异向量 a:, 即 


t = i + \Sx'x (A e an). 


于是 

N~ l TN = / + \S(xN)'xN. 

让我们研究 

( x \ G ( x \ =( xGlX， xS{xN)' \ 

\xN ) 1 \ xiV / = \ (xN)Gi(xNY ) _ 

分别考虑以下两种 情形： 

(i) xS{xNY / 0 •设 xS{xN)' = a .因 

卜 0 0 0 ) ( i 0 0 0 0 丫 = (0 « 

\ 0 0 a 0 0 / y 0 0 a 0 0 y \ 0 0 

依定理 2 . 5 , 有正交矩阵 fl 存在，使 


1 0 
0 0 


0 



R. 


因 n„(F,G) 是 On(F,G) 的正规子群，从 R~ l( nR = a,(F,G) 可推出91 = n n (F,G), 
所以只需研究 R~ 1( nR 即可. R~ lf nR 包有 
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i? -i T -i /?=/ + \s(xRY{xR) 

=/ + A5(l 0 0 0 0)'(1 0 0 0 0) 


R~ 1 (N~ 1 TN)R = I + XS(xNRY(xNR) 

=/ + 入 5(0 OqO 0)’(0 OaOO) 
Aa 2 


于是 


H - i ( r - i 汉 - i r7V ) fl = 


为书写简单起见，设 p = v i ，于是 


1 Ao 2 

/ 

A A 2 a 2 + 




那么 R~ l mR 包有 


P A-*) 

(1 Aa 2 \ / 1 A 

U 0 A-i N 

l 1 ) 

V A A" 2 *! 2 + 1 八 

1 ) \\ X 2 a 2 ) 


( a- 2 Y 1 ( 0 A- 1 

v 1 卜 _2 、 

V a 2 ) ^ A A 2 a2 

){ a 2 ) 

(0 A- \ 

(1 + a^X \ 

U A 2 a 2 ) - { 

—J 
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以及 


’ 1 A ^ a 4 (1 + a *) c^X 丨丨 1 A 、 


a 4 (1 + o 4 ) a 2 A 


(l+a 8 )A 、 


因 F 为无限域，有 a # 0,1,因之 a 8 # 1. 这样我们的定理即从引理推出. 
( ii ) xS { xN )' = 0.这时 1 / > 2,为书写简单起见，设 1 / = 2,因 


1 0 0 0 0 ' 

0 1 0 0 0 , 


0 I 
0 0 


0 0 0 0 V = / 
1 0 0 0 y = ^ 


0 0 
0 


仍依定理 2.5, 有正交矩阵 R 存在，使 

P 0 0 0 0 \ 

\ 0 1 0 0 0 / \xN J 
像上一情形一样， i ?- 1 饥包有 

R ~ 1 ( T - 1 N ~ l TN)R = R ^ T ^ RR -^ N ^ TN )^ 


而 


+ \ S ( xRY ( xR ) 


及 


R ~ 1 ( N ~ 1 TN ) R=I + XS ( xNRY ( xNR ) 
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因有 a e F 而 a / 0,1, 所以这时我们的定理仍可从引理推出. 
定理1至此证毕. 



第十二章辛群的自同构 


§1以往结果提要 

为了方便起见，将以往关于辛群的结果扼要叙述 如下： 

设 /<• 为域，其特征数任意.设 F 为欠上 nxn 非奇异交错矩阵•从 F 的非 
奇异性推出 n = 2v 是偶数，而且有非奇异 n x n 矩阵/>,使 


PFP 1 



0 

_/(►) 


0 


以下我们假定 


( 0 /(**> \ 
L 0 J 


K 上一个 n x n 矩阵/>称为辛矩阵，如果 

PFP 1 = F . 


所有辛矩阵组成一群，称为域 A •上 n 级辛群,记作 Sp 2 V ( K ). 
我们知道，有以下的辛 矩阵： 

L ( 0 V 1 ) {A€ GLv(K)y ' 

< s， = s - r - T)! 

hi . f fT J 7 ' J ) G / 2 = J 为对角形矩阵). 

V -i . 1 - J ) ^ ) 

并且还知道,任一辛矩阵 /> 皆可表作形状 



其中 T ' = T , S ' = S , A e GL ^ K ), 而 J 2 = J 为对角形 矩阵; 但上述表达式并不 
唯 一• 



§2 辛对合 （A： 的特征数乡 2) 
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一般说来， 

P=(g =)， A = A ^ v \ S = S (l<) ，等等 
为辛矩阵，当且仅当 

AB' - BA! = 0, Ciy - DC' = 0, AD' - BC' = I. 

再由 P 为辛矩阵推出 P 7 亦为辛矩阵，因而也有 

A'C - C'A = 0, B , D-D'B = 0, A'D - C'B = I. 

Sp 2 u ( K ) 的中心仅由 ±1^ 组成， SP 2 V ( K ) 对它的中心的商群称为射影辛群, 
记作 PSp ^ K ). 如 K 的特征数为2,则 

PSP2AK) = SP 2 AK). 

除开 n =2, K = F 2 或 F 3 及 n =4, K = F 2 这三个情形之外， PSp 2 u ( K ) 是单群. 

§2辛对合（尺的特征数# 2) 

定义1 —个辛矩阵 r 称为辛对合，或简称对合，如果 
(1) T 2 = I. 

定理1 辛矩阵 



是对合，当且仅当 

<2) (二 ) = 即 灯是斜 对称的 

【证】因： r 是辛矩阵，故 

AB' = BA', CV = DC\ AD' - BC' = /. 


因此 


T~ l 


ry -b' 

-C' A! 
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所以了是对合，即 T = T -» 当且仅当⑵成立.另外， 
TF = 


-B A ' 
-DC t 


所以： r 是对合当且仅当 TF 是斜对称的. 

定理2 SP 2 V { K ) 中任一对合 r 皆辛相似于以下标 准形： 


⑶ 


:)• 


其中 •/ = [1,...,1,-1,.= { p , g } (记号）是由 p 个+1和 9 个 -1 组成的对 
角形矩阵.确切地说，有 P € Spa〆 *：)， 使 


-=(o 


PTP - 1 

【证】当 n = 2时，定理显然成立.实际上，令 

T= ( ° j ) (ad-bc = 1 ), 


则⑺推出 


= d, b = —b, 


=d = ±1. 因之 


假定我们的定理对于阶数 < 2〃 的辛对合是成立的，我们来证明定理对于阶数 
= 2 u 的辛对合也成立. 

依定理1， T 有形状 


其中 

(4) 


B' = -B, C' = -C, AB = B'A\ 
CA = A'C', A 2 + BC = I. 


因 S 斜对称，故有非奇异矩阵 Q 存在，使 

虛 0 


V 


r :): 


Bi («), 



§2 辛对合 （尺 的特征数/ 2) 


其中 6 i 0 是个非奇异的秩 r 的斜对称矩阵, 0 ^ r < I /.于是,在辛相似变换 
’ Q 


之下，: r 的丑就变成历.我们不妨一开始就假设 


(%-H 

-开始就假 

(T：) 


Q '- 1 


因对称，有 a 


= 0而且对称，注意辛矩阵 


将 T 变为 

PTP ~ 

因此,如果我们选 


■ = (^)(c ：)(-，?) = (" 
s= (wv 


b^ai 6f 1 a2 

W 0 / 


则 PTP - 1 M A 取以下 形状： 

(6) A 


0 0 \ 

0 a ” 人 

因 ( A , B ) 的秩为 & 故 a 4 非奇异.当然，不失普逋性，可以一开始就假设>1有⑹ 
的形状. 

考虑到⑻和⑹，从⑷推出 C 有形状 

W :) 


因此，辛对合 r 辛相似于 

⑺ 


0 0 6j 0 

0 04 0 0 

fcr 1 0 0 0 

0 l >2 0 a' 4 
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注意 （7) 是两个辛对合 


(：,：')*(： 

的直接和.依归纳法假设,知我们的定理当时成立.同样,如 C 的秩 
既不是0又不是〃，我们的定理也成立. 

如果丑和 C 的秩都是0,那么 f = /. 于是有可逆阵 P 存在，使 PAP - 1 = J. 

那么 

(二) 

这时我们的定理也成立. 

最后设召的秩 是〃. 这时辛矩阵 

( 1 M 

\ B~ l A I ) 


将辛对合 r 变到 


( 8 ) 


( 1 

( A B ) 

( 1 o\ 

( 0 B \ 

V^-M I) 


\ -B~ l A I ) 

V B- 1 0 J 


因 S 是非奇异的而且是斜对称的,这个情形只在 v =1 l i 是偶数时才会发生.这时， 
有非奇异矩阵 Q 存在，使 


于是辛矩阵 

就将⑻变到 


QBQ ' 



0 

_/(m) 


/(m) 

0 


Q 


Q '- 1 





最后，辛矩阵 

( 0 0/0、 
0/00 
-7 0 0 0 

\ 0 0 0 / y 


将⑼变到 



这就化到适才讨论过的情形去了. 

因此我们的定理就完全证明. 

定义2 —个辛对合，如与 （3) 辛相似，就称为一个 { p , g } 辛对合，或简称 
{ P .9> 对合. 

我们进而研究互相交换的辛对合. 

定理3任意一组两两交换的辛对合可同时辛相似于 

(o 1 ：)' 

而是对角形矩阵，其对角线上都是 ±1. 

【证】 当*/ = 1时，定理显然成立.现在用归纳 法向! /. 

依定理2,可以假定，这组辛对合中的一个已经用辛矩阵变到了 

^ = ( : 1 J ^ ("A = { p ， g }， p > 0,9> 0). 

那么与7\ 交换的矩阵 r 必有形状 

卜产0 <4 P ) 0、 

0 4 7) 0 6 ^ 

0 d| p) 0 

\ 0 # 0 j 

如果: r 是一个辛对合，则 
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也是辛对合.因此，依归纳法假设，本定理对 n = 2 i / 也成立. 

定理4 Sp 2 u ( K ) 中一组两两交换的辛对合顶多含个元素，而且有含 2 〃个 
两两交换的辛对合组.其次， {?,«} 对合与{^，^}对合辛相似当且仅当 P = pf,q = 
q '. 因此，一组含2〃 个两两互换的辛对合分属于 I /+1 个共轭元素类，由 { p , q } M 

合组成的共辆类由(【) = (〔)个两两交换的 { p , q } 对合组成. 

这是定理3的直接推论. 

定理5在一个固定的体 K 上，对于不同的互不同构. 

这是定理4的直接推论，因为同构映射将辛对合映到辛对合而且也将互相交 
换的对合映到互相交换的对合. 

§3 Sp 2 u ( K ) 的自同构 （K 的特征数 〆 2 ) 

首先,我们举出 S ^( K ) 的以下几种类型的自 同构： 

I .内自同构 

X -> PXP - 1 , 


其中 P 为辛矩阵. 

II .由域 K 的自同构所诱导出的自同构 


X — x a , 

其中 <7是 AT 的自同构. 

III . 半内自同构 

X — PXP ~\ 

其中 P 是广义辛矩阵，即 P 适合条件 

PFP " = aF , 


其中 a 属于 IT . 

其次，我们研究，何时两个广义辛矩阵给出同一半内自同构.设 P 和 Q 是两 
个广义辛矩阵，并假定 

PXP~ l = QXQ ~\ 

对一切 X e Sp2 V { K ). 于是 


( P ~ l Q)X = X ( P ~ l Q ), 
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因而有 6 eA ： •，使 

P~ r Q = bl 或 Q = bP . 

反之，如 

PFP 1 = aF , 

则 

( bP ) F(bPY = b 2 aF 
及 

(6 P ) X (6 P )-* = PXP - 1 , 

对一切 X € Spi ^ K ). 因此，两个广义辛矩阵尸和 Q 给出同一半内自同构，当且 
仅当有 be / C •，使 Q = bP . 因为任一广义辛矩阵可表成 



其中 P 为辛矩阵而 a e A ：*, 所以辛群的每个半内自同构皆可看作由一个形为 （1) 
的元素所诱导出来，其中 P 为辛矩阵而 a 跑过/<••对的平方元素所成之 
群的商群的一组完全代表系. 

现在我们来陈述本节的主要定理. 

定理1 SpaJ / H 的任 —自同 构皆具 形状： 

(2) X-* PX^P- 1 , 

其中 <7 为 A ： 的自同构而/>是广义辛矩阵. 

【证】用归纳法向1 / 来证明本定理.当》/ = 1时，本定理是第二章定理 6 . 2 . 
现在假定定理对于级数 < 2«/的辛群己经成立，我们来证明它对于级辛群也 
成立. 

设 A ■—试 (X) 是 Sp2 V (K) 的一个自 同构. 元素 

T= [1,-1,- • 1,-1, 

v _i 个 i/-i 个 

是一个{1， u ~ l ) 对合.依定理 2.4, 使 W 承受一个内自同构之后,可设 


⑶ 


j^{T) = ±T. 
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研究与 ± r 可换的一切辛矩阵，它们的形状是 

/ G 0 6 0 \ 

0 A 2 0 b 2 

( 4 ) c 0 d 0 

、0 (?2 0 /?2 / 

其中 a , 6, c , d e A •而也， B 2 , C 7 2 , £» 2 皆…- 1) x (»/ -1) 矩阵•形如⑷的辛矩阵组 
成一群 J：. 注意形如 （4) 的辛矩阵可看作辛矩阵 

(° b ) 和 f ☆叫 

\ c d J \ Ch Di ) 

的直接和.显然，有 

(5) 

研究由一切形状 

( 6 ) 


的辛矩阵组成之群坧，以及由一切形状 

/ 1 0 0 0 \ 

( 7 ) 0 A 2 0 

0 0 10 

、00 D 2 J 

的辛矩阵组成之 群迅. 于是 r =讯 x 77 2 (直乘积).我们断言，使 〆 承受一个内自 
同构之后，可设 

(8) ^(/7, ) =爪及 ^(77 2 ) = n 2 . 

实际上，如 AT 中元素个数 > 3,则历和/7 2 都是 i ： 的仅有的非中心真正规子群与 
它们各自的换位子群相重者，因而在 W 之下不变，或者 〆 将它们互变.如第一种 
情形发生，断言已经成立.如第二种情形发生，依定理2.5, 一定有= 2. 于是使 W 
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承受内自同构 


X -* 



0 


0 



0 



之后，⑻就成立.至于凡= f 3 的证明则请读者自行补出.因此 〆 诱导出爪的 
一个自同构和77 2 的一个自同构.因 

II \ as Sp 2( K ), 11 2 « Sp 2 u -2{ K ), 


故依归纳法假设有 

s ! /{X) = Q 1 X a 'Q^, m 
其中 n 为 A •的自同构，而 



及 


•) = Q 2 X °^\ 
其中 《 t 2 为 A ： 的自同构，而 


xen 2 , 



' 9ii 

0 

912 

0 > 


0 

Qn 

0 

Ql2 

(/(**) 0 、 

921 

0 

922 

0 

V 0 bol^ ) 

\o 

<?21 

0 

Q22 / 
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则 <3为广义辛矩阵，而使〆承受内自同构 

X 一 ( Q ^ XQ )^' 

之后，可设 


⑼ 


其中 t = aia ^ 1 及 p = a^'fco- 再者，我们可设 p = 
上，如 p = s 2 , 则 


/ a 0 6 0) 


( a T 0 pb r 0 \ 

0 A 2 0 B 2 l 


0 A 2 0 B 2 

c 0 d 0 


p ~ l c r 0 0 

y 0 C 2 0 D2 ) 


< 0 C2 0 D2 / 


1或 P 不是一个平方元素.实际 


(s- 1 ) 


< a r 

0 

pb r 

0 、 


I 


0 

Aa 

0 

b 2 

I 

s 



0 

<r 

0 

3 

V i) 


l 0 

c 2 

0 

Di ) 

\ u 


a T 0 b T 0 


0 0 
c r 0 <f 

0 C 2 0 


以 d 表一切形为 

广 M [a,.. .,a u ] \ 

\ ^ ) 

的辛矩阵组成之群.于是由 （9) 推出，〆将4映入自身.考虑与4中每个元素都 
交换的辛矩阵，这些矩阵组成一群 /?. /?由一切形为 

(:】） 

的元素组成，£?为对角矩阵，主对角线上元素为±1，五汉是对称矩阵.实际上，从 


5)(/ [oi, ••- ,a„J ) = ^ [ai ， ... ， a„j )( 


A B 

C D , 


推出 




A = A + [ai,- 

, Ov] + B = B + (ai, a v ] D . 
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由以上两式推出再从 

伞 1 ，…， <»V = [ ai , • • • , a v ) 

推出>1 = [±1,…， ± lj . 于是 W 诱导出的一个自同构 . 《中平方元素组成一群 
A ,^ 也诱导出 A 的一个自同构，/\由一切形如 

(^) 

的元素组成.于是我们有 

心 Hr;). 


"(-/ o)°(-D-* o) 

从 （10) 与 （11) 推出 



对一切 ： r = 7■，则 r » 亦为对称.这告诉我们 〆 诱导出 r 2 的一个自同构，而 r 2 
由一切形为 



的元素所组成. 

考査 Sp 2 u{K) 中将 a , A 各自变到它们自身的那些元素.它们组成一群次由 
一切形为 

A Q \ 

0 A '- 1 ) 


( 10 ) 

由⑼知 

( 11 ) 
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的元素组成.我们有 




考査>1中 


Ti 2 (A) = 


在 w 之下的 像因: r 12 与一切形为 
' /( 2 ) 

/( 卜 2) 

J(3) 


(A^ € GL u - 2 (K)) 


的元素皆可换，亦与一切形为 


/V 0 
0 0 (,/_1) 


的元素皆可换，故 


^( W )) - 


(: 


a b 
,0 d , 


r 2 = [i,-i, ••- i,-i,•••,-!] 

«/-2 个 i /-2 个 



Sj ^ v ( K ) 的自同构 （ AT 的特征数麥 


则 ( T 12 ( X ) T 2 ) 2 = /. 又从⑼有 s /( T 2 ) = r 2 , 故有 


于是 a = d = ±1. 于是 （ r 12 ( A )) 2 在 〆 之下的像必为形状 


•^(Ti^A) 3 ) = r 12 (M). 


注意: r 12 ( i ) = r 12 QV , i 


•^(712(1)) = T 13 ( t ) (te / T ). 


^( T 21 (- l )) = T n ( a ) ( aeK *). 


：)(-：.： 


于是相 =-1. 那么使 W 承受内自同构 



■^(T 12 (1)) = T 12 (1), ^(T 21 (-l)) = T 21 (-l). 
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同时还有 


/1 

0 

0 

0 ^ 


( 1 

0 

0 

0、 

0 

乂2 

0 

02 1 


0 

A2 

0 

b 2 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

0 

\0 

c 2 

0 

d 2 ) 


VO 

Cl 

0 

Di 1 


其中 


A 2 b 2 
C2 D2 


-2(K). 


因 5 p ^( A ：) 由 r 12 ( i )， r «(- i ) 和打 2 所生成，因此有 
Sjn v { K ). 所以定理 1 成立. 


X 对一切 X e 


§4射影辛对合（尺的特征数 _ 2 ) 

设 r 为辛矩阵，以 f 表由 r 所诱导出的射影变换.因 s ^ iK ) 的中心只包含 
士 /，故 r = ii 当且仅当 r = ± Ti . 

定义 1 辛矩阵 r 称为射影辛对合,如 T 2 = 7 J 而7 = 1或 -1. 7称为 r 的 
数量因子. 

两个辛矩阵 r 和7\称为在 PSp 2 V ( K ) 中共轭，如有一辛矩阵/>存在，使 
PTP - 1 = ±7\.容易证明，共轭对合有相同的数量因子. 

定义2 数量因子为+1的辛对合称为第一类的，而数童因子为 -1 的辛对合 
称为第二类或第三类的，视 -1 是 K 中平方元素与否而定. 

我们先研究第一类辛对合.由 { p , g } 辛对合及 { q , p } 辛对合组成的第一类辛对 
合称为 p 对合.自然可设 2 p < K 显然， PS P 2 v ( K ) 中的第一类对合分成个共 
轭 p 对合类. 

定理1 PSp ^ K ) 中两两交换的 p 对合的最大数等子如 p 会2»/ ; 而 

> Kp) ,inp= ^ 

定理2 PSjn ^ K ) 中两两交换的1对合的最大数永远小于两两交换的 p 对 
合的最大数，如 p > 1. 

这两个定理的证明可仿照第六章§6 —样来进行，因而我们将证明略去. 

进而研究第二类对合和第三类对合.自然，第二类对合和第三类对合不能同时 
在 PS P 2 u ( K ) 中出现. 

定理3 设 -1 = i 2 而 i e A ：. 则 PSp 2 V { K ) 中第二类辛对合组成单独一个共 



§4 射影辛对合 （K 的特征数 #2) 


•437 


轭元素类.确切地说，任一第二类辛对合皆在 Sf >2 乂 K ) 中共轭于 

⑴ (，、). 

再设 -1 不是 K 中平方元素，则每个第三类辛对合在广义辛群之下皆相似于 
(2) 

【证】令 

为辛矩阵，则 

如 t 是第二类或第三类对合，则 r - 1 = -r. 于是 



其中 B = B ', C = C ■'而+ BC =-厂 
现在用归纳法向《/来证明本定理. 
设 i / = l .令 



是一个数童因子为 -1 的辛对合.于是 a 2 + 6 c = -1 .如 b = 0,则 a 2 = -1. 我们有 

(“) . 

如 a = i, 定理已经得证.如 a = -i, 则 —a = i, 我们有 



这时定理仍然成立.其次，如6 # 0,则我们有 
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其中 ( ib - 1 ) (-jj - 1 (-^) = 1.如 -1 不是 A ： 中平方元素，则 



因此定理当》/ = 1时成立. 

次 设!/ > 1. 假定本定理对于级数 < 2 •/ 的辛群己经成立.令 



= S , C 而4 2 + BC = - J . 因丑对称,有《/ x «/可逆矩阵 Q 存在，使 

⑽， =( T ) : )=5“ 设)， 

其中6^是非奇异矩阵, 0 ^ r ^ 于是行使辛变换 



之后，可设 

吵 r:), 

而是非奇异对称阵. 

A -{ar^ a^ r) ) 

0 AB 对称， a 3 = 0而 aA 对称. 注意辛矩阵 
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将 T 变为 


( 二 0 U 


如我们选 


则 FTP - 1 的>1将取形状 


: U ■: 


b \ l d 2 

a 2 )' 0 , 


0 0 
, o a 4 


因 ( AB ) 的秩为 t /, 故 a 4 非奇异.我们可以一开始就假定 


0 0 
、0 a 4 , 


fo ：： 


从乂 2 +丑 C 7 = 


因此: r 辛相似于 


-6 r l 0 、 

0 b 2 t 


0 0 6i 0 

0 a 4 0 0 

-tr 1 000 

0 b 】 0 —O 4 

而它是两个数童因子为 -1 的辛对合 


0 bi 

0 / 


和 I 


62 - a \ t 


的直接和.因此，如0 < r < !/,从归纳法假设即可推出本定理.同理，如 C 7 的秩既 
不是0也不是 V ，亦可证得定理成立. 

现在考査 S 和 C 7 的秩都是0的情形，这时炉= - J . 如 -1 = i 2 在 A ： 中可 
解，则 ( iv 4) 2 = /. 这时依第六章定理 6.1, 存在一个非奇异矩阵尸，使 


于是 


寧) P - 1 = [-1，…，-1，1,…，1卜 
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( [-1，."，-1，1，-，1] 0 
V 0 - 卜 1 ， " ， -1 ， 1，... ,ij 


因 



所以 r 在办中与⑴共辆.如-1不是夂中平方元素，则依第六章定理 6.2, 
存在一非奇异矩阵/>，使 



(注意这只在"是偶数时才能成立于是 



最后，设 s 的秩为《/，则 r 辛相似于 


因 B 对称，有可逆阵 Q 存在，使 


QBQ '=[ b x , - , K )- 



§5 射彩辛对合的中心化子和 PSp^(K) 的自同构（尺的特 征数 ？ t 2 ) 


于是我们有 


0 ) 

( 0 


(Q 0 

V' 

Q，_ l ) 

v 

◎ J 

\ 0 

) 


( 0 [知 ，… 


它是^个2级辛矩阵 

( V。 1 ) 

的直接和.因之这时定理也成立. 

这样，我们的定理就完全证明了. 



§5射影辛对合的中心化子和 P 办 2 “尺> 的 
自同构 （/T 的特征数一 2) 

定理1 p 对 合&彡 ^在 PS ^„( K ) 中的中心化子有一个正规群列 
3i D 3i 3 PSp 2 P (K) x PSp 2 {v . p) (K) D PSp 2 P (K) D C, 

其中 3: = 3'i 或义 ：3i = 2, 依 p / g 或 p = g 而定，而 

3 ； : PSpi V (K) x PSp 2 lu . p) (K) = 2. 

【证】因任意两个 p 对合在 PSP 2 u ( K ) 中皆共轭，故只需确定: n 的中心化 
子即可，而 

Ti = [!,•••• , 1 ,- 1 ,- • ,- 1 , 1 .• - , - ， - 1 ]- 

»>个 Tf" • 

PSp 2 u ( K ) 中一个元素 Q 与 fi 交换当且仅当 TiQ = ± QT V 负号只在 p = ^时才 
出现.如果负号出现,则满足条件= (?7\的那些0组成3的一个指数为2的 
正规子群 3i. 如果负号不出现，定义 3i = 3 l 以下来研究群 3',. 

以 Zi 表适合条件 7\g = 的那些辛矩阵 (3 所组成的群，则 g 必具形状 


Ai 

0 

Bi 

0 


0 

M 

0 

B 2 


Cl 

0 

D x 

0 


0 

C 2 

0 

d 2 

/ 
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于是 

= Sp2p{K) x Sp2^- P ){K), 

因之 

3 ；： PSp 2 V (K) x PSp 2{v . p) (K) = 2. 

定理 1 证毕. 

定理2 PSp 2 V ( K ) 中一个第二类辛对合的中心化子3 2 有一正规群列 
3a 3 32 3 PGL V {K) D €, 

其中3 2 ： 3^ = 2,y 2 /PGL v {K) 是一个 Abel 群，它与对子群 {±1} 的商群同构. 
【证】只要研究: f 2 的中心化子，而 



PSp 2 V ( K ) 中一个元素 <5与; f 2 交换,当且仅当; T 2 C? = ± QT a . 负号的确出现，例如 

(夂) (、小 _(、)(-“). 

以3' 2 表那些 Q 组成的群而 r 2 (? = QT 2 , 于是3 2 :3' 2 = 2.以玛表 5p 2 ,( / <•) 中适 
合条件= <? t 2 的那些 q 所组成之群，则 y 2 = z ' 2 /{± i ), 而且冯由一切形为 

«=(o (AeGL u (K)) 

的元素组成.故定理成立. 

定理3 PSp 2 V ( K ) 中一个第三类对合的中心化子33有一正规群列 
33 => 33 3 €, 

其中33 :3' 3 = 1或 2 ,3纟是 Sp ^( K ) 中一 个子群的像，这个子群与一个酉群 U v ( Ko ) 
同构, ATo 是从 A" 添加一个 a： 2 + 1的根而得到的域. 

【证】令 



是一个第三类对合.以3' 3 表 PSp 2 .( K ) 中那些0适合条件: T 3 Q = 者所组 
成的群，以玛表 Sp 2 U ( K ) 中适合条件 r 3 g = Qr 3 的那些 Q 所组成的群.则 
3 3 = Z ' 3 /{± I ). Z ' 3 由一切形为 



§6 辛对合 （/ C 的特征数= 2) 


•443 


的元素所组成，其中欠，+ BB' = 对称. 令= K ( i ), 而 i 2 + 1 = 0•考査 
对应 


易见 ，九 4' + 5丑 ' =/及 AS' 对称，当且仅当（乂 + iB)(A + iB )' = 1 . 因此在对应 
(1) 之下，玛与 U „{ K 0 ) 同构.本定理证毕. 

定理4在 PSP2J/0 的自同构之下,1对合只能映到1对合. 

【证】依定理 4.2 知，在的自同构之下，1对合不能映到 P 对合， 
如 p > 1. 依定理 11 对合在 PSjhu { K ) 中的中心化子有正规群列，其中两个商群 
PSpj ⑻和 PSpn -*( K ) 是不可换的单群，除开尺=巧这一情形.而依定理2和 
定理3,第二类或第三类对合在 PSp 2„(, K ) 中的中心化子有正规群列，其中顶多有 
—个商群 PSLJIQ 或 PTU „( K 0 ) 是不可换的单群.因此，1对合的中心化子不可 
能和第二类或第三类对合的中心化子同构，而当 A" = F 3 时，计算一下中心化子的 
阶亦可得出这一结论.因此在 PSp 2 u ( K ) 的自同构之下，1对合也不能映到第二类 
对合或第三类对合. 

这样，在 PSP 2 u { K ) 的自同构之下,1对合只能映到1对合 • 

仿照定理 3.1 的证明，可证得 

定理5 PS P 2 u ( K ) 的任一自同构皆具形状 

又一 PX a P ~\ 

其中 (7 为之自同构，为广义辛矩阵 • 

§6辛对合（尺的特征数= 2 ) 

我们现在转入研究特征数= 2的域上的辛群的自同构.从本节起一直到本章 
之末，我们都假定域 K 的特征数= 2. 

我们仍然从决定辛对合的标准形来开始我们的讨论- 
定理1每个辛对合都和形状 

(D (o /) (S， - S) 


的一个辛对合辛相似. 

【证】我们向《/行使归纳法. 



第十二章辛群的自同构 


( i ) »/ = 1.设 

是个辛对合，即 

于是 



(2) a 2 + bc = dP + bc = l , (o + d)b = (a + d)c = 0. 

如果 C = 0, 则由 （2) 的第一式推出 a = d = l . 于是 



因此这时引理1成立.现在设 C # 0,那么由 



知,可以假设 a = 0. 于是从 （2) 中第二式 （a + d)c = 0 及 c /0 知 d = 0. 于是 



那么 



因此这时定理也成立. 
( ii ) v > 1.设 



是一个辛对合.由 TFT ' = F 推出 


再由：即 t ^ t - 1 推出 

B = B ', C = C ', A = iy . 


b - 1 
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设 S 的秩为 r((K r < »/)，有 x j / 可逆矩阵 Q 存在，使 
卿、（二 )， 


其中如= 6^是可逆矩阵.令 




O '- 1 


A 1 Bi 
D 1 t 


il '：) 


将山作与历同样的 分块： 


fll 02 

,°3 a * , 


从 AiB [+ BiA \ =< 0, BP 

h 6i °) + ( 

\ 03 &i 0 ) \ 

推出 03 = 0 及 &iai + aifrj = 0. 我们有 


6 ioJ bia ' 3 
0 0 . 


(' o') 


M 

(• V 1 - 

(Ax+BiS Bx \ 

U i) 

Ui 


U i) 

1 - * ) 


因此，如果取 


s= f b^aa 

~ V o )、 


置 


^,+5,5= ( Ul ° 2 1 f 6l ° V 6：101 61_1 ° 2 W ° ° 
V 0 a W \ 0 0 y V (b^a 2 Y 0 J~\0 a 4 
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将 C 2 作与糸， S 2 同样的 分块: 


c 2 


Cl 

4 


C 2 

C 4 


从 BC ' + Aiy = I , Sfl 


h 0 ) 

卜广、 


(° °). 

-I 1 °) 

V 0 0/ 

V 為 … 

1 \0 a 4 ) 

\0 a 4 J 

Vo I) 


推出 c 2 = 0. 因此 

' 0 0 bi 0 \ 

0 a 4 0 0 

ci 0 0 0 

、 0 C4 0 a 、) 

它是两个辛矩阵 

(° &1 ) 和卜 0 ) 

V C| 0 J \ C4 a\ J 

的直接和.因 r 2 是对合,所以这两个辛矩阵也是对合.因此，如 r # 0或 r 乡〃，我 
们的定理即从归纳法假设推出. 

现在研究 r v 的情形，即 S 可逆的情形.我们有 


( I ) 

(A B\ 

( / v' 

.( o 

B \ 

\ B~ X A I ) 

\C A>) 

V B-M / J 

V B - 1 

0 j 


因 S ' = B ，故 

(T B 

是辛矩阵.我们有 



( 0 



( ， S J 

^ B - 1 

o) 

{ I B) -{ !) 


因丑'= B ，故 （ S - 1 )' = B ~\ 因此这时本定理也成立. 



§6 辛对合 （ K 的特征数= 2) 
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最后研究 r = 0的情形，即 S = 0的情形.如果 C 7 # 0,则 



这就化为 B ^ O 的情形.如果 C = 0,则 



而 W = /.有!/ x 可逆矩阵存在，使 
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因此这时定理1也成立. 

定理1至此完全证毕. 

定理2 如一辛对合: T 与形状⑴ 的一 •个辛对合辛相似，则 s 的秩是 r 的辛 
不变量. 

【证】的秩即为： T-J 的秩，因而是 r 的辛不 变量. 

定义如果一个辛对合： r 与形状 （1) 的一个辛对合辛相似，而 s 的秩为 P, 则 
t 称为 p 对合. 

定理3 1对合在辛变换之下辛相似于形为 


( [ 0 . 0 ,•••, 0 ) \ 


(o / 0), 


的辛对合，而在广义辛变换下相似于 


( [1,0,•••.o] \ 


这是定理1的直接推论. 

定理4 设乃和: r 2 是 SP 2 V ( K ) 中两个1对合，而它们的乘积 r,r 2 的阶为 
3,则可在广义辛变换之下同时变为 


⑶ 

( 1 ] 
/( 卜 1> 

] 

° ] 

和 

( 1 

1 

\ 

1 


V 

价 -1) ) 


1 0 

/… -1) > 


【证】令 r! = j + £/，r 2 = / + v . 于是 c/,v 的秩皆为1而且 c/ 2 = v 2 = o. 
利用乃乃为3阶元素及7? = T| = /可推得 

{ IJV ) 2 = UV , ( VU ) 2 = VU . 

今不妨设己经化到 （3) 中前者之形状，再注意到 r 2 2 = /,于是可设 


/ 0 0 1 0 > 


^ a 3 / b v' ^ 

0 0 0 0 

, V = 

u A v B 

0 0 0 0 

c r 1 a u ' 

^ 0 0 0 0 > 


i r C7 i A 1 ) 



§6 辛对合 （/f 的特征数= 2) 
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其中 o , b , ceK ; i , , t /,« , , r / 为 lx ( i /-1) 矩阵; 次_8,(7为 p -1 阶矩阵且 B = 
C = 由 


VU 

RVV = { VU ) 3 立得 c 2 = c . 因之 c = 1 或 0. 

今断言 c = l . 否则，如 c = 0,则 Vt ； = ( VU ) 2 = 0. 另一方面，由 
/ 0 r 1 a u ' 

uv = 0 0 0 0 

0 0 0 0 

< 0 0 0 0 

及 （ UV ) 2 = I/V 推知 [/V = 0_ 这样就推得 ( T , T 2 ) 2 = /, 与假设相 矛盾. 
于是我们有 

^ a x ' b v ' 
u A v B 

V = 

1 〆 a u ， 

\r C x A ' 

施行辛变换 



显然它将 £/ 不变,而将 V 变为 

' 0 * * * 、 

u A * B 

1 〆0 u，' 

< r C * A') 

因之可设 o = 0. 这样由于 V 的秩为1,立得 〆 = 0, 6 = 0, v ' = 0. 于是 
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其中 A = u ' r . 显然它将不变，而将 V 变为 



于是不妨设 u = 0.因 V 的秩为1，故4 = 0,丑= 0•于是 
/ 0 0 0 0 N 

„ 0 0 0 0 

1〆0 0 

\ r C 0 0 y 

再施行辛变换 



则它将1/不变，而将 V 映为 



于是可设 》• = (), 因之 （7 = 0. 这样，定理4就完全证明了. 

§7由一对称矩阵所定义的群 （K 的特征数= 2) 


为了研究辛对合的中心化子，我们需要研究由一个对称矩阵所定义的群.设5 
为 n x n 可逆对称矩阵，以 G 表所有满足条件 ASA ' = S 的 n x rz 可逆矩阵>1所 
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组成的群.自然，合同的对称矩阵给出同构的群，因此我们先研宄 S 在合同下的标 
准形. 

一个 n 维向量: r 称为对 S 而言是迷向的，如 xSx 1 = 0•两个 n 维向量/称 
为对 S 而言是正交的，如果: rS〆 = 0.设 P 是一个子空间，以表对 S 而言与 
P 中每个向量都正交的向量所组成的子空间.易见，如 S 没有迷向向量，则与5合 
同的矩阵亦然. 

定理1设 S 为 nxn 可逆对称矩阵.则5与以下形状的一个矩阵 合同： 


0 J ⑼ 

J(P) 0 

7(9) 

c? ⑷ 

Q(n-2p-2q) 

其中 C 和 D 皆对角形矩阵而且 


( 1 ) 


0 

/(<») 


(2) 



D 


是定号的，即没有迷向向量. 

【证】 我们用归纳法向 n 来证明本定理.当 n = 1时，定理1显然成立.现 
在设 n > 1. 我们分别研究以下诸 情形： 

⑴有一对对于 S 迷向的但不正交的向貴 z 和！/存在，即 


xSx' = ySy' = 0, xSy' ^ 0. 


我们可以取 xSy' = 1.以表对 S 而言的正交补空间，则 




0 


Si 


于是定理1可从归纳法假设推出. 

( u ) 没有对于 S 而言的迷向的但不正交的向量对存在. 

( U -1) 有对于 S 而言的迷向向量存在.设: c 是一个对 S 而言的迷向向量.可选 
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取2/是一个不与 a : 正交的向量，而且可取15^ = 1.于是 


(：)}((：)' 

(：)J ((：), 


其中 C = ySy 1 jt 0. 根据归纳法假设，有 （n - 2) x (n - 2) 可逆 矩阵巧 ，使 


P 2 S 2 P 2 = I 1 C2 


r,H j 


是定号的.实际上,设有向童 (x,y,z ) 具性质 


{x,y,z) C 2 {x,y,zY = 0, 
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则 
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(0,x,0,i/,2) 


(0,x,0,y, z)' = 0. 


因为 （1, 0, 0, 0, 0) 是迷向的，而根据假设，没有迷向的但不正交的向童对存在，故 


' 0 
1 

( 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) 

由此推出 a : = 0. 再从 


0 / 
I Cl 


(0 ， at ， 0 ， y，*y = 0. 


D 



D 


的定号性推出 y = 0,z = 0. 这就证明了 （3) 是定号的. 

( ii -2) 没有对 S 而言的迷向向童存在.设 a : 是一个非0向童，则0：是非迷向的. 

于是 

其中 xSx 1 ^ 0. 我们的定理仍从归纳法假设推出，这时 S 与一定号对角形矩阵 
合同. 

定理2 设 S 为 nxn 可逆对称矩阵.设 S 与⑴合同而⑴中 （2) 是定号 
对角形矩阵.则由 S 定义的群 G 有一正规群列 


G D Gi D G 2 D {/}, 

其因子群 

G/Gx w Sp2 P {K), Gi/G 2 « K 2M , G 2 « K« (9+1) 〆 2 ， 

其中 M 表 A •上 Z 维向置空间的加群. 

【证】不妨设 S 即为形状 （1). 设>1为 G 中一元.将4作与 （1) 同样的分 
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a 16 > 

豸25 
乂35 
^45 
■<455 y 


V = (Vl,Ua,V3,V4.W5)i 

其中外 ，仍是 P 维向量， V3, 叫是 <2维向氳 vs 是 （n - 2p - 29) 维向童.于是 

vSv 1 = v^Cv'^ + v^Dvy 

因此, t> 是迷向的，当且仅当 V 4 = 0,v 8 = 0. 

(ii) 设 (t ； i )V2 , U3 ,0,0) 是一个迷向向貴，我们证明如它与一切迷向向量皆正交， 
则 Vl = V 2 = 0 . 实际上从 


块： 


^ All Ai2 乂 13 

j4ji A22 乂 23 -^24 

•<431 -<432 -<^33 ^34 

A « A42 -^*3 山4 

Asi >152 -<453 ^54 


我们先作以下两个注记： 

(i) 将 一n 维行向量 V 作相应的分解 


0= (vi, uj, Vsi 0, 0)S(*i, xa> *3) 0,0)* 

=waij + vi *2, 

对一切 (®i，*a，》3)， 推出 ui = va = 0. 

现在设 

(0,0 ，《 3,0,0)j4= {Xl,X2,X3,Xi,Xs). 

因 (0,0, V3,0,0) 为迷向向量而且与一切迷向向量皆正交，故(XI, *2, *3, *4.^5) 亦然， 
因此 ii = 12 = 0,14 = 0,15 = 0. 由此推出 

(4) i4 3 i = 0, A 3 2 = 0, A34 = 0, i436 = 0. 

再设 

(0, 0, 0, W4, Vs) A = {Xi,X2,X 3 ,X4,Xs). 

于是 

(0,0,0,V4> V5)S(0, 0,0, ”5)’ 

=(xi ,X2,X 3 ,X4, x s )S{xi ,Xa,X 3 ,X4, XsY ， 
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U4CU4 + VsDv' s - X^iCx^ + XsDXg. 
因⑶是定号的， 故 X 4 = V 4 ,Xs = v 5 . 由此推出 


⑻ 


^44 = 7， <^45 — 0, 

•^54 = 0, A 6S = I. 


再从 ASA ' = S 并利用⑷，⑸推出 


⑹ 

于是4取形状 


^33 = /> ^14 = 0, Ait = 0. 


i4u Au i4i3 0 i4i5 、 

An A22 A23 0 A25 

0 0/00 
^41 ^42 ^43 I 0 

^51 ^52 ^53 0 / 

再研究 (0,0,0,0, t ；5) 4 A 之下的像.设 

(0,0,0,0,«5)>1 = (xi,I 2 ,X3,0,V 5 )- 

我们有 

(0, 0,0,0, Vg)S(yi , w, Stt, 0,0) # = 0, 
对—切 yi ， i /2, y 3; 即 （ o , o , o , o , v 5 ) 与一切迷向向童皆正交.因此 
(a ： i , 22 > X 3 , 0, vs)S(yi , Kt, 1 / 3 . 0,0/ = 0, 

对—切 yi , j /2， j /3; 即 

X2y'l + *11/2 = 0 

对―切3/1,2/2-因此 H = 1 2 = 0. 于是 

⑺ A51 = >152 = 0 . 

再从 ASA ' = 5推出 


⑻ 


^4 i 5 = = 0 , A53 = 0 
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^13 = ^2> ^23 = ^41- 
^4 1-^42 + ^42-^41 + -^43 + ^43 = ® 



§8 辛对合的中心化子 （ A ： 的特征数 = 2 ) 


组成.又，映射 


I A' 4 2 


(I A' 42 

I A' 41 


1 A' 41 

I 

-► 

i 

^41 ^42 -<443 I 


山1 山2 0 / 

V I 


I 


是从 G 到 G 的一个与同构的子群之上的同态.同态的核 G 2 由一切形为 


/ 

山3 I 


的矩阵组成，因此 G 2 与 K 3 ^ 同构. 
定理2至此完全证毕. 


(^43 = 


§8辛对合的中心化子（尺的特征数= 2) 

设: r 是个辛对合，并设它是个 P 对合.我们要研究: r 在辛群中的中心化子.根 
据定理1,不妨设 

-(oO 

而 s = s ' 是秩为 P 的对称矩阵.更不妨设 



而4 = S 1 是 p X p 的可逆对称矩阵.将 r 的中心化子记作 3. 
设 



第十二章辛群的自同构 


我们有 



将 A,B,C,D 作与 S 同样的 分块: 



比较 （1) 中 （1, 1) 位置和 （2, 2) 位置的矩阵块得 


于是推出 



0 , 

0 , 


再比较⑴式中 （1, 2) 位置的矩阵块得 


由此推出 







oi«i ― Sidi, 03 = 0, d.2 - 0. 
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的辛矩阵所组成的群 e 的一个同态，而同态的核真由一切形状 

(6 ; = 60 


( I 02 bi &2 ^ 

I 1/ 2 


的辛矩阵组成.于是 
设 




77 ] = 

f I 02 bi bi^ 
I l/ 2 

I 

和仍 = 

(1 Q 2 01 02 ^ 

1 1 


\ J ) 


( a' 2 I ) 


和只中任意二元，则 


J 02 + 02 01 + 02^2 + ^2 + 02 \ 

I 的+玛 

I 

02 + £*2 I 


f I 02 61 <»2 \ 

( I 02 > 

J % L 

/ 


I 

V 4 i ) 

、 °2 t ) 


是从只到由一切形状 


V °2 

的辛矩阵所组成的 Abel 群2的一个同态，同态的核馬由一切形状 


bi 62 


( b x - h ) 
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的辛矩阵组成.于是 


« a . 


这样，我们就得到3的一个正规群列 


3 3 ^ 3^1 3 { 1 }, 


而其因子群为 




容易看出， a 与 扎都是 Abel 群.现在来研究 (£ 的结构 .（£ 由一切形状 


Sf 1 ®!*! 

C 4 d 4 

的辛矩阵组成.显然<£是两个群&和<£ 2 的直积，而&由一切形状 




(sf'aiai =a7 


的辛矩阵组成，而 e 2 由一切形状 


的辛矩阵组成.因此 
而 


e 2 » Sp2 (l ,- P )(K), 

€l « {O! loiSioi = «i}. 


根据定理 7.2, 我们知道， & 有一正规群列，它的因子群中，除了可能有一个为 
Sp 2g (K) (2q^p) 之外,都是 Abel m. 因此，我们证明了 

定理1 p 对合的中心化子有一个正规群列，它的因子群中除了一个和 
SP2^- P )(K) 同构以及一个可能和 5 p 2,( AT ) (2q^p) 同构之外，都是 Abel 群. 
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§9 1对合的刻画（尺的特征数= 2) 


定理1如1/ /，则 SP 2 u { K ) 不与 Sp 2 u '( K ) 同构. 

【证】不妨设 v > i /. iaK 为有限域，则 SpjjK ) 和 Sj > 2 u '( K ) 都是有限群. 
因为 Sp 2 u ( K ) 包有一个子群,它由一切形状 


/ \ 



s ( 〆 ) 




2)(*0 


的辛矩阵组成，而它与 Sp ^ AK ) 同构，所以 Sjn ^ K ) : 1 > Sp 2 u -^ K ) : 1. 因此 
SP2u(K) ¥> Sp2u(,K). 

现在设 K 是无限域.我们向^行使归纳法. 

( i ) «/ = 2.这 时 〆 = 1. SMK ) 中任一对合皆辛相似于以下形状的—个 对合： 


(i 



而它的中心化子3由一切形状 



(a^K\b£K) 


的元素组成 . 3有一正规子群饥，它由一切形状 



的元素组成.显然，3/91» «■•是 Abel 群，而91也是 Abel 群.故3是亚 Abel 群 
(—群 G 称为亚 Abel 群，如 G 有一正规群列,其因子群皆 Abel 群). 

但是，依定理 8 . 1 , 办2〆*：)中的 1 对合的中心化子有一正规群列，其因子群 
中有一个是非 Abel 单群 Sps ^- dW , 因此 Spa〆） 的1对合的中心化子不是亚 
Abel 群. 

所以 S ^ K ) 56 Sp 2 ( K ). 

(ii) 设定理对于成立.我们来证明， Spn v + 1 ) ( K ) 56 SpiAK ), 如〆 < !/+ 1. 
我们知道， 5p2 (l/+1) (i<：) 中的1对合的中心化子有一个正规群列，它的因子群中有一 



§9 1 对合的刻画 （ K 的特征数=幻 


•463 - 


个是单群办〜(欠)•但 5 p 2 v ,(/ i ：) 中 P 对合 (1 ^ P ^ 的中心化子有一正规群列， 
它有一个因子群与 Sp 2^- P ){ K ) 同构,而可能有一个因子群与 Sp ^ giK ) {2 q 《 p ) 同 
构，而其余的因子群都是 Abel 群.因 i/'-p <«/，《< h 故依归纳法假设， Sp 2 v ( K ) 56 
Sp 2^- P )( K ), Sp 2^ K ) 56 Sp ^ iK ). 因此 Sp 2 { v + i )( K ) ^ SP 2 AK ), 如 < 1 / + L 

定理2设 1 /彡3.则的自同构一定将1对合映到1对合. 

【证】根据定理 8 . 1 ，我们知道， 1 对合在 5 P 2. W 中的中心化子有一正规群列， 
它有一个因子群与 SP2 (,- 1 )( K ) 同构;而 P 对合在 SV 2 u { K ) 中的中心化子有一正规 
群列，它有一个因子群与 Sp 2 { u . p ) ( K ) 同构，可能有一因子群与 < P ) 同 
构，而其余的因子群皆 Abel 群.自然有 "-1>«/- P ， 对一切 P >1. 又从因 
2 q < P, 故也有9 < "— I . 因此 Sp 2( u - l )(^) 9^ Sp 2( v - p)(^)j Sp 2( v - l ){^) 9^ Sp 2 q { K ). 
因此，依 Jordan - Holder - Schreier 定理，1对合的中心化子决不与 p 对合的中心化子 
同构.所以在 Sj >2 V { K ) 的自同构之下， 1 对合只能映到 1 对合.定理证毕. 

以下讨论 Sp 4 ( K ). Sp t ( K ) 中只有1对合和2对合.我们知道2对合 T 皆辛 
相似于形为 

/ 7< 2 > S \ 

V ^ (2) ) 

的一个对合,其中 S 是秩为 2 的对称 矩阵； 如 S 是交错的，我们说: T 是非亚 Abel 
2 对合; 如 S 有非 0 对角元素,我们说 T 是亚 Abel 2 对合.显然，非亚 Abel 2 对合 
在 Sp 4 ( K ) 中组成一共轭元素类，但它们不与亚 Abel 2对合共轭.而且 ,如 K 卢 F 2 , 
则非亚 Abel 2 对合在 S P 4 ( K ) 中的中心化子是非亚 Abel 群，它有一正规群列，有 
—因子群与单群 Sp2 ( K ) 同构; 而亚 Abel 2 对合的中心化子是亚 Abel 群. 

定理3 在 Sp 4 ( if ) 的自同构之下，1对合不能映到亚 Abel 2对合. 

【证】如尺#朽，则1对合在 Sp 4 ( K ) 中的中心化子3有一正规群列，它有 
一因子群是单群 SMK ), 因此3是非亚 Abel 群.这就证明了 ，1 —对合不能映到 
亚 Abel 2 对合. 

以下设 A " = F 2 . 如在 5 p 4 ( F 2 ) 的自同构 〆 之下， 1 对合映到了亚 Abel 2 对 
合.依定理 6.4, 不妨设 



及 
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10 
0 0 




那么 



在 Sp 4 (,F 2 ) 中的中心化子 3 i 就映到 



在 Sp 4 (F 2 ) 中的中心化子 32. 易见， 3i 由一切形如 



的矩阵组成，因而由6个元素组成，可是3 2 由一切形为 


(r.-) 


而力/=/ 


的元素组成，因而由2个元素组成.这就得到一个矛盾.因此这时定理3也成立. 

定理 4 设 K 是非完全域，即 A " 中至少有一元素 A , 它不是 K 中元素的平 
方. 于是在 Sp 4 (K) 的自同构之下，1对合不能映到非亚 Abel 2对合. 

【证】设在 Sp 4 ( AT ) 的自同构21之下，有1对合映到了非亚 Abel 2对合.依 
定理 6.4, 不妨设 



于是 



在 5 p 4 ( AT ) 中的中心化子 3 i 就映到 



在 Sp 4 ( K ) 中的中心化子 32. 易见 3 i 由一 切形如 


0 




的矩阵组成，而3 2 由一切形如 


V 






的矩阵组成 . 3 2 中对合皆非亚 Abel 2 对合，因而都与： n 共轭.但3:中却包有一 
个不与山共轭的对合 

0 0 \ 

0 A ， 


这就得到一个矛盾.因此定理4成立. 

以下讨论是完全域的情形.这时确有例表明， SMK ) 的自同构将 1 对合映 
到非亚 Abel 2 对合（见 § 10 ). 由于这时 K 中每个元素皆平方元素，故办 4 (欠）中 
的1对合皆共轭.因此，如果 Sp t { K ) 的某一自同构将1对合映到非亚 Abel 2对 
合,则必将非亚 Abel 2 对合映到 1 对合. 

注意，形如 
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f \ a 0 飞、 

不全为 0) 


的一个对合，当卢= 0时，必为非亚 Abel 2 对合; 而当冷/ 0时，则为1对合，若 
0 = 7 = 0;而为亚 Abel 2对合，若 cc /0 或 

其次，设: T 为1对合或非亚 Abel 2对合.以 C 7 f 表一切满足以下条件的辛对 
合 Q 所组成的 集合： 

( i ) QT = TQ ; 

( ii ) Q 为1对合或非亚 Abel 2 对合； 

( iii ) Q 不与: T 共轭. 

再以 q 表由所有与中每元皆交换的对合所组成之集合.于是有 
定理5 设 A ： 为完全域.令 


/( 2 ) 


于是由一切形如 


J ⑺ t 


( a , b , c € K ) 


的元素组成，而 (7^ 由一切形如 


(c,P^£K) 


的元素组成. 

【证】易见，由一切形如 


I⑺ B 、 

/ (2) 
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的矩阵组成，其中 S 是秩为1的对称矩阵.因之,由一切形如 


be (a,b,ceK) 
I⑺ J 


的元素组成. 

其次,考虑 Cj ,. 我们断言 <7^由一切形如 



的非亚 Abel 2对合组成.事实上，设 Q e Cj , ，则由 Q 2 = J 及 Q 与山交换，可设 

1 6i 62 

04 62 64 
1 

C4 Q2 04 

因 Q 2 = A 故有 





如果(：::）七 0. 則存在(::：)™使 




第十二章辛群的自同构 


•468 - 

是一个1对合或亚 Abel 2对合，因而 Q 亦然. 这就与 Q e 的假设矛盾.因之 

有 



又因 Q 是非亚 Abel 2对合，故有6, = 0.因此 Q 具有形状 （1). 反之,形如⑴的 
非亚 Abel 2对合显然属于 C ^. 因之，我们的断言成立. 

经过简单计算可以看出， （3 由一切形如 



的辛对合组成. 

§10 S P 2 m ( K ) 的自同构（尺的特征数= 2 ) 

L . E . Dickson 曾经证明①，特征数任意的域 / C 上的辛群 Sp 2 m ( K ) 与一个抽像 
群 G 同构，这个群 G 由以下生成元 生成： 

⑼ QijXi NijX 、 Sij\, 

其中 A 跑过 A ：, 1 < i , j < m 而 i # 这组生成元适合下列定义 关系： 

⑴ = ^ijX, Sji\ = SijX； 

(2) 具不同足码的两个生成元可 交换； 

⑶ (^A, Nij^) = {Lix,Q ijtl ) = (L' iX ,Qji^) = (L' iX , S ijlt ) = /； 

{Nij X ， N ikll ) = {Qnx, Qik^) = (Qji\, Qki^) = /； 


⑷ 



其中 { A , B ) = A -' B -' AB . 而在 (12 卜 (14) 式中 


w = A + V + nXv ^ 0. 

L . E . Dickson 在证明中采用了 Sp2 m ( K ) 的如下一组生成元: 
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秘 )=(: HEtl ； Ell) ). 

其中 J = I ㈣， Ey 表 ( ij ) 位置为1而其余位置为0的 m x m 矩阵， A 跑过容 
易验证，如将 5 4 i (A) 分别代替 L iX , Lr x , Q ijX , N ijX ^ 
Sax , 则它们适合关系式(1)~(14). 

现在设 m = 2 而 ii ： 是特征数为 2 的完全域.我们令 



〒易验证， i ' i ( A ), Li ( X ), L 2( 入)， X 4( A ), Qi 2( A ), Q 2 i ( A ), Ni 2( X ) = iV 2 i ( A ), 5 i 2( A )= 
矣 n ( A ) (其中 A 跑过 A ") 这组元素是 Sp 4 ( K ) 的一组生成元，而且将它们分别代 
替 ^ lA , L ' ix ， L 2 X , L' ix , Ql2\,Q21\, Ni2\ = N 2 ix , Si 2 X = S 2 1 X , 它们也适合关系式 
(1) 〜 (14)_ 因此我们得到 Sp 4 ( K ) 的一个新型自同构 〆 *: 





•472 - 


第十二章辛群的自同构 


其中 A 跑过 if . 

定理1设 K 是特征数为2的完全域,而■^是 S P 4 ( K ) 的一个自同构.如果 
〆 将1对合映到非亚 Abel 2对合，则 〆 必为以上所定义的 〆 • 和一个形为 

(15) X -* PX a P ~ 1 , X e Sp 4 { K ) 

(其中 <7为尺的一个自同构， PeSp 4 ( iO ) 的自同构之积. 

【证】根据定理6.4,不妨设 

(16) ^{ T X ) = J U ^( T 2 ) = J2 , 



的元素所组成，而 { JuJ 2 ) 的中心化子 r 由一切形如 



的元素所组成 . r 的中心化子 i ： 由一切形如 
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的元素所组成 ，而广 的中心化子公由一切形如 

( Q 0 \ 



的元素所组成.自然有 


^(r) = e ', 



因此 w 导出 SL 2 { K ) 的一个自同构.有 


H: 

P € GLi { K ) 


其中 a 为 A ： 之自同构而尸 e GL 2( K ). 又由 A " 中每个元素皆平方元素，更可设 
Pe sl 2 ( 尺) .由 （16) 知，有 




于是推出/> = J .因此 


(:: H: 


施行办 4 (欠）的一个自同构 
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之后，可设 


(17) 


al bH 
cH dl 


再由 


= r\ 


f (： 


可设 


其中 <7 为欠之自同构，而 




p-\ 


Pi P 2 
、 P 3 Pi , 


6 SL ^( K ). 


于是.施行 Sp ,( K ) 的一个形如 （15) 的自同构 



' 1 0 > 

-1 

( 1 0 ^ 

X — 

Pi P 2 

0 1 

X 

Pi P 2 

0 1 


、巧 P 4 ) 


V P 3 P 4 > 
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之后，除了 （17) 成立以外，还可设 


(18) 



而 

I:: 卜 1 . 

进一步决定 Dickson 所采用的 Sp 4 ( K ) 的那组生成元在 〆 之下的像.由 （17) 
知 


^(T,) = Jl 


于是根据定理 9.5 知 〆 将 Cf 映到 Cy , 之上，因此可设 






因 〆 将1对合映到非亚 Abel 2对合，故必有 



可换，故根据 （18) 推知它们的像 
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可换，于是推出 a = 0. 因之，对任意 beK , 都有 



类似地，可推得 


( 20 ) 

由 （19) 和 （20) 推知 

( 21 ) 

又由 （17) 有 

( 22 ) 







再考虑到 
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同样，由 



及 （18), (23) 得 
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由此推出= a . 因此 o 为 K 的单位自同构，而 （18) 化为 



注意到 (23), (24), (25), (26), ( 2 7)和（17)，就有 
si = s/'. 



因此定理1成立. 

定理2 设尺 是特征数为2的域.如 m #2 或讯= 2而尺是非完全域，则 
Sp 2 m ( K ) 的自同构必为形状 

(28) X — PX ° P~ x ( X € 5 p 2 m ( A -)), 

其中为之自同构，而 P 为广义辛矩阵.在 m = 2而 K 为完全域的情形, 
Sp 4 { K ) 的自同构或为形状 (28), 或为以上定义的自同构 〆 • 与形为 （28) 的一个自 
同构之积. 

【证】设 W 为办 2„»(/0的一个自同构.在 m = 2而 A ： 为完全域时，如 
将1对合映到非亚 Abel 2对合，我们的定理由定理1推出.在剩下来需要讨论的 
情形中，根据定理 9.2, 9.3 和 9.4, Sp 2 m ( K ) 的自同构 W 必将1对合映到1对合. 
已知当 m = 1时本定理成立，今对 m 施行归纳法来证明本定理. 

由定理 6.4, 可设 


(29) 


= Jl, Sl/(J2) = Ji, 


而 


0 

1 

j(m-l) 

y(m-l) 

1 

、 0 Jim-1) 
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{ JuJ 2 } 的中心 化子忑 由一切形如 


/1 

0 、 



A! 

Si 



0 

1 

1 V^i 

A J 


A ) 




j € Sp2{ m -1)(K) 


的辛矩阵组成.因之， i 7 与同构.自然有 £/( E ) = E , 因此，〆诱导出 
Sp 2 ( m - 1 )( K ) 的一个自同构依归纳法假设，可设 




Ai B x 
C , D , 


Ai B, 

Ci D X _ 


Q~\ 


对一切 

(Ar B , ' 

V D ^, 

其中 cr 为 A •之自同构，而 Q 为 2(m - l)x2(m-l) 广义辛矩阵.可以写 


€ Sp 2( m - i )( K ), 


{ 11 )( 


/("»-!) 


其中 


Qi Q2 

' <?3 Q 4 , 


A / ( m - l ) J 
为 2(m - 1) x 2(m - 1) 辛矩阵.令 
0 、 ， 

/("») 


(A e A：, A ^ 0 ), 


< 3 * = 

Qi 

0 

Q2 

[ 


、 Qz 

Q* 


A/( m ) 


则 Q •为 2m 阶广义辛矩阵.使〆承受形为 （14) 的自同构 


X — ( Q '^ XQ^y 


之后，可以设 


(30) 


'1 o > 


f 1 0 、 

A x B, 


Ai B, 

0 1 


0 1 

、 Ci D\ y 


(Ci D\ ) 
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对一切 


丑1 


= 办 2( m - l )(/0. 
考査 r 在 sp 2 m ( K ) 中的中心化子 17'. r ' 由一切形如 


的元素所组成.由于 ^( E ') = E ', 而公与 SL 2 { K ) 同构， 〆 就诱导出 Si 2 ( iO 的 
—* 个自同构成： 




其中 r 为 A ： 之 自同构 ，而尸 e GL 2 (/0 •写 


〜(：：)(、)‘ 


其中 


Pi P 2 
V P3 P4 , 


€ SL ^( K),pe K , pjt 0. 4- 


P 3 


P 4 




即使 〆 承受一个形如 （14) 的自同构 

X 一 p *-» XP * 

之后，除了 （30) 以外，还可假定 


(31) 


a 6 \ 

(a T pb T \ 

I 0 

一 / o 

c d 

p- J c T «T 

Vo I ) 

\ o i) 
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令 d 为一切如下元素所组成 之集： 

其中 lbi , b 2 ,- -, b m ] 表一对角矩阵，主对角线上元素依序为 ba ,• .由 （30) 
及 （31) 知， ^(4) = A 今考虑 d 的中心化子 17. 容易证明，/2由一切如下形状的 
对合所 组成： 

(IS 、 


( S ' = S ). 


由 = Q , 可设 
(32) 


o(" ; ), 一 

次地，以 

乂） 


其中自然也是对称矩阵.类似地，以 I ?'表一切如下形状的对合所组成之集： 

= R), 


则也有故可设 


(33) 




对一切 R ： = R , 


其中也是对称矩阵. 

今考虑将/?和 /?' 各自变到它们自身之中的那些元素组成之群厂易证厂由 
一切形为 

( A 0 、 （>1 e GL m ( K )) 


0 A'~ l 


的元素组成，于是有 s /( r ) = 
考査 


t 12 
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在 〆 之下的像.因 r 12 a ^( r 12 ) e r . 如 m # 3或 m = 3而 kv f 2 , 因 r 12 
与一切形如 

^ /(2) 


/(*) 


(A e GL m ^{K)) 


的矩阵交换，也与一切形如 


的矩阵交换，而且 T ? 2 = /，故有 


0 (AGA：) 


^(Ti 2 ) = 


(t€K,t^0). 


如 m = 3而 K = F 2 . 因7\ 2 与 



1 

1 


l l 

1 0 

^32 = 

1 1 

1 , 1 

及 r = 

1 0 

l 




l 

1 ) 


交换，而 ^( T 32 ) = 732, ^( T ) = r , 故 
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我们考虑元素 


/(仏）= r 23 , 而以仏为 4 阶元素，故 ^( t 12 ) t 2 3 也为4阶元素，由此推出 n = o . 
因此有 


^(T l2 ) = 




再考査 


在 w 之下的像.根据同样的道理，再根据 

( Ti 2 T 21 ) 3 = 

推出 


^(T 2 i ) = 


j ( m -2) 
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于是使 W 承受形为 （28) 的自同构 


亡 -1 > 


ft - 1 \ 

/(*»-!) 



t 

X 

t 





之后，除了 (30), (31) 之外,还可假定 

(34) ^( T 12 ) = T 12 , ^( T 21 ) = T 21 . 

因加^欠）由 i 7, Ti 2 , T 21 生成，故有 ^( X ) = X , 对一切 X e Sp 2 m ( K ). 这就证 
明了定理 2. 
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第一章 

本章绝大部分结果是熟知的，例如可在 van der Waerden , Algebra , I , II . Vierte 
Auflage , Springer , Berlin , 1955 〜 1959 中找到. 

定理 4.1 是华罗庚首先得到的，见“华罗庚 ， On the automorphisms of a afield , 
Proc . Nat . Acad . Sci . USA . 35 (1949), 386 〜 389”， 以及“华罗庚，环之准同构及对 
射影几何的一应用，中国科学，1 (1950)1 〜 6”. 

§11的结果也是华罗庚首先得到的，见“华罗庚 ， Some properties of a sfield ， 
Proc . Nat . Acad . Sci . USA . 35 (1949), 533 〜 53 T , 以及“华罗庚 ， On the multiplicar 
tive group of a field , Science Record , 3 (1950)，1 〜 6”. 

第二章 

定理 2.2 是华罗庚利用他关于体的半自同构的结果证明的，见“华罗庚，环之 
准同构及对射影几何的一应用，中国科学，1 (1951), 1 〜 6”. 

定理 2.2 是 L . E . Dickson 首先对于有限域证明的，见 “ L . E . Dickson , Linear 
Groups , B . G . Teubner , 1901” 一 书.随后有很多人包括 L . E . Dickson 本人在内，作 
了推广，最后， J . Dieudonn 4 在 “Les determinants sur un corps non commutatif , Bull . 
Soc . Math . FVance , 71(1943), 27 〜 45” 一文中推广到任意体上，但要求体的中心不 
是只含两个,三个或五个元素的域,这些除外的情形后来又被 J . Dieudonne , 华罗庚 
和王湘浩独立地解决了，见 “ J . Dieudonne , Complements k trois articles ajit ^ rieurs , 
Bull . Soc . Math . France , 74(1946), 59 〜 68”； “华罗庚， Some properties of a sfield , 
Proc . Nat . Acad . Sci . USA . 35 (1949), 533 〜 53 T 以及“王湘浩 ，On the commutator 
subgroup of a simple algebra , Amer . J . Math ., 72 (1950), 323 〜 334”. 本书采用了王 
湘浩的证明. 

定理 6.1 和定理 9.1 的证明见“华罗庚和万哲先，线性群的自同构与同构，数学 
学报， 2(1953), 1 〜 32”；定理 6.2 和定理 9.2 首先由 0. Scheiei ■和 van der Waerden 给 
出了一个证明，见 “ O . Schreier 和 van der Waerden , Die Autmorphismen der projek - 
tiven Gruppen , Abh . Math . Sem ., Hamburg . Univ ., 6(1928), 303 〜 322”. 后来华罗庚 
指出他们的证明有错误并重新给出了一个证明，见“华罗庚 ， On the automorphisms 
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of the symplectic group over any field , Ann . of Math ., 49(1948), 739 〜 759”. 

定理 7.1 和定理 8.1 是华罗庚证明的，见“华罗庚 ， Supplement to the paper of 
Dieudonn 4 on the automorphisms of classical groups , Memoirs Amer . Math . Soc ., 
No . 2, 96 〜 122”. 

第三章 

体上的行列式是 J . Dieudonn 4 所定义，见 “ J . Dieudonne , Les determinants sur 
un corps non commutatif , Bull . Soc . Math . Prance , 71(1943), 27~45 n . 

第五章 

本章是根据“华罗庚，广义域中方阵之一定理及其应用，数学学报， 1(1951), 
109-163" 一文编写的，改写过程中也参考了 "万哲先，王仰贤、对‘广义域中方阵之 
—定理及其应用’一文的讨论，数学进展, 5(1962), 325-332". 

当基础体是域时，定理 8.1 周炜良也用另外的方法得到过，见“周炜良 ， On the 
geometry of algebraic homogeneous spaces , Ann . of Math ., 50(1949), 32 〜 67”. 在这 
之前，华罗庚先讨论过基础域是复数域的情形，见“华罗庚 , Geometry of matrices , 
I , Trans . Amer . Math . Soc ., 51(1945)，441 〜 481; Ii ， 同诘， 57(1945), 482 〜 490; II ， 
同 61(1947), 193 〜 228; III , 同誌， 61(1947), 229 〜 255”_ 在这一系列文章中，不仅 
得到了矩阵几何的基本定理，而且提出了以矩阵为几何对像的一系列研究，似乎还 
有不少可以发展的方向. 


第六章 


定理 3.5 是 L . E . Dickson 首先对有限域证明的，见 “ L . E . Dickson , Linear 
groups ” 一 书.随后 L . E . Dickson 和其他一些人又作了推广，最后 J . Dieudonnd 将 
它推广到一般体上，见 “ J . Dieudonn ^, Les determinants sur un corps non commutatif , 
Bull . Math . Soc . France , 71(1943), 27 〜 45”； 本书的证明是新的. 

定理 5.1 的证明是 J . Dieudonne 首先发表的，见 “ J . Dieudonn 6, On the auto ¬ 
morphisms of classical groups , Memoirs Amer . Math . Soc ., No . 2, 1951”； 但他未能证 
明 fi = 4 的情形.华罗庚在 “On the automorphisms of the symplectic group over any 
field , Ann . of Math ., 49(1948), 739 〜 759” 一文中提供了确定典型群自同构的一个方 
法，运用那个方法也可确定线性群的自同构，由于 J . Dieudonne 关于典型群自同构 
的系统研究已经发表，华罗庚在 “Supplement to the paper of Dieudonne on the auto ¬ 
morphisms of classical groups , Memoirs of Amer . Math . Soc ., No . 2(1951), 96 〜 122” 
中发表了 J . Dieudonn 6 所未能确定其自同构的一些情形,其中也包括 SL 4 ( K ), (K 
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的特征数/ 2). 华罗庚运用他的方法和 I . Reiner 一起确定了整数环上线性群的 
自同构，见“华罗庚和 I . Reiner , Automorphisms of the unimodular group , IVans . 
Amer . Math . Soc ., 71 (1951), 331 〜 348”， 并在本书初稿中运用他的方法给出了定理 
5.1 的一个证明.后来万哲先运用这一方法确定了非交换主理想整环上线性群的自 
同构并将证明作了某些简化，见“万哲先，特征数/ 2的非交换主理想整环上线性 
群的自同构，数学学报， 7(1957), 533~573".本书定理 5 .1 采用了上述万哲先文中的 
证明.运用华罗庚的方法研究典型群自同构或有关问题的还有严士健，王仰贤，应 
玫茜和 M . Abe 等人. 

定理 9.1 的证明是 J . Dieudonn 6 首先发表的，见 “ J . Dieudonn 6, On the auto ¬ 
morphisms of classical groups "; 但他未能证明 n = 4 的情形，而后来华罗庚和万哲 
先在“线性群的自同构与同构，数学学报， 2(1953), 1〜32” 一文中 给出了 n = 4情 
形的证明.本书定理 9.1 的证明则是根据“万哲先，关于线性群自同构的—个证明， 
数学学报， 11(1961), 380 〜 387" —文编写的 • 

第七章 

本章是根据“华罗庚，哈密尔顿型的推广，数学学报, 3(1953)12 〜 58” 一文编写 
的，编写过程中也参考了 “ J . Dieudonn 6, On the struture of unitary groups , IVans . 
Amer . Math . Soc ., 72(1952), 367 〜 385” 一文.本章中的具体例子特别是 §11 则是 
参考 “ L . E . Dickson , Linear Groups ” 一书以及其他一些文献编写的. 

定理 4.1 或与之等价的定理 6.1 首先是由 E . Witt 对于特征数/ 2域上的对称 
矩阵证明的，见 “ E _ Witt , Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Korpern , 
J . reine angew . Math ., 176(1937), 31 〜 44”. 

第八章 

定理 4.1 是 L . E . Dickson 首先对有限域证明的，见 “ L . E . Dickson , Linear 
groups ” 一书，后来华罗庚和 J . Dieudonne 将它推广到任意具对合性反自同构的体 
上见“华罗庚，哈密尔顿型的推广,数学学报，3(1953)，12 〜 58” 以及 “ J . Dieudonn ^, 
On the structure of unitary group , IVans . Amer . Math . Soc ., 72(1952)，367 〜 385”； 
本书的证明是新的，精神上与第六章定理 3.5 的证明一致 • 

§5是根据“万哲先，酉群对于它的换位子群的商群的构造，数学学报， 12(1962), 
352 〜 368” 一文编写的. 


第九章 


定理 1.5 是 E . Cartan 首先对于实数域的情形证明的，见 “ E . Cartan , Le ? ons 
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sur la theorie des spineurs , I , Hermann , Paris , 1938”，而 J . Dieudonne 则证明了 一般 
情形，见 “ J . Dieudonn 4, Sur les groupes classiques , Hermann Paris , 1948”. 

定理 2.4 和定理 3.4 在本章中用来证明定理 6.1, 但它们本身也有独立的兴趣 • 

M . Eichler 利用旋范数证明了定理 4 _3对于 ft > 2« > 0的情形也成立，见 “ M . 
Eichler , Quadratische Formen und orthogonale Gruppen , Springer , Berlin , 1952”. 像 
n = 2 v > A 的情形那样，完全利用初等的矩阵方法给出 n > 21 / > 0的情形的一个 
证明将是我们期望的. 

定理 6.1 是 L . E . Dickson 首先对于有限域证明的，见 “ L . E . Dickson , Linear 
groups ”； 后来他又作了—些推广，见 “ L . E . Dickson , Theory of linear groups in an 
arbitrary field , TVans . Amer . Math . Soc ., 2(1901), 363~394” 及 “ L . E . Dickson , 
Linear groups in an infinite field , Proc . London Math . Soc ., 34(1902), 185 〜 205”，而 
J . Dieudonn 4 则在一般情形证明了这个定理 . J . Dieudonn 4 的证明利用了 van der 
Waerden 关于低维正交群与其他类型的典型群同构的结果，见 “van der Waerden , 
Gruppen von linearea TVansformationen , Springer , Berlin , 1935”， 本书的证明则完全 
不用这些结果，精神上与第六章定理 3.5 及第八章定理 4.1 的证明一致 • 

第十章 

C . Arf 在 "Untersuchungen fiber quadratische Formen in Korpern der Charak - 
teristik 2,1. Journ . reine angew . Math ., 183 (1941), 148~16 T ' —文中首先研究了特 
征数为2的域上的二次型并推广了 Witt 定理（即本章定理 1.4). 

定理 6.4 和定理 7.4 在本章中是用来证明定理 8.1 的,但它们本身也有独立的 
兴趣. 

定理 8.1 首先是 L . E . Dickson 对于有限域证明的，见 “ L . E . Dickson , Lin ¬ 
ear groups ", 后来他又作了一些推广（见第九章所引 L . E . Dickson 的论文)，而丄 
Dieudonn 4 则在一般情形证明了这个定理，见 “ J . Dieudonn 6, Sur les groupes clas - 
siques ”. 和定理 6.1 —样， J . Dieudonn ^ 关于定理 8.1 的证明也运用了 van der 
Waerden 关于低维正交群与其他类型的典型群同构的结果.本书建议的证明则不用 
这些结果. 


第 十一章 


本章主要结果是 J . Dieudonnd 首先得到的，见 “ J . Dieudonnd , Sur les groups 
classiques ”, 但本书的证明却是新的.特别是定理 6.1 的证明，精神上与第六章定理 
3.5 和第十章定理 8.1 的证明一致. 



•490 


第十二章 
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定理 3.1 是华罗庚首先得到的，见“华罗庚, On the automorphisms of the sym - 
plectic group over any field , Ann , of Math ., 49 (1948), 739~759". 本书的证明基本 
是上述论文的证明，只是作了某些简化. 

定理 10.2 在 m / 2时是 J . Dieudonne 首先证明的，见 “ J . Dieudonne , On the 
automorphisms of classical groups ”. 他也讨论了 m = 2 的情形，但万哲先，王仰贤 
在 “On the automorphisms of symplectic groups over any field of characteristic 2,中 
国科学， 12 (1963), 289 〜 315” 一文中指出 J . Dieudonn 6 关于 m = 2 这一情形的结论 
是错误的，他们改正了这一情形的结论，并给出定理 10.2 —个新的证明，本书采用 
了这个新的证明. 



索引 


Abel 群，1，392, 463 
D - 矩阵，171 
F. Klein 的几何学定义， 

Grassmann 几何，139 
Grassmann 空间，139 
对，261，263, 264 
H - 矩阵，226, 258, 1280 
H - 矩阵的标元 
Hamilton 矩阵，229, 249 
Jordan 同态，11 
k - 单纯形，127 
Kronecker delta, 82 
(m,n) 型矩阵的仿射几何， 

(m,n) 型矩阵的仿射空间，141 
(m,m + n) 型矩阵的射彩几何，139 
(m,m + n) 型矩阵的射彩空间，139, 141 
n 级一般线性群，82, 137, 169 
n 级特殊线性群，101, 169 
n 维（左）射彩空闻，113, 115 
n 维射影变换群，114 
p 对合, 208, 436, 463 
{p, 9 } 辛对合, 427, 436 
(r,n-r) 对合，179, 180, 196 

一画 

一般线性群，51, 137, 275 
n 级一般线性群，82, 137, 169 
二级一般线性群，51 
二级射影一般线性群，56 
射影一般线性群，56, 169, 275 
一维射影几何，12, 41 
一维射彩空间，37, 38 


一维射影群，38 

二画 

几何结构，111 
二次型的合同，370, 375 
二级一般线性群，51 
二级特殊线性群，51 
级射影一般线性群，56 
二级射彩特殊线性群，56 
二级线性群，37, 51 

三画 

广义四元数，26, 287, 328 
广义四元数体， 2 6, 2 89, 3M 
广义四元数环，27 
广义辛矩阵， 4M, 432, 480 
广义射影变换，41, 42, 44 
广义射影群，41 
上中心群列，32 
下中心群列，33 
子体，3, 31, 281 
正规子体，31, 32, 281 
子环，2, 7, 280 
子空间，86, 250, 451 
子空间的生成元 
子空间的交，89, I% 

子空间的酉等价 

子空间的矩阵表示，91, 123, 125 

子空间的联 

子空间的维数, 97, 254, 380 
对偶线性子空间，125 
全奇异子空间，379, 380, 382 
全迷向子空间，250, 265, 379 



仿射子空间 ，129, 132, 133 
共轭子空间，250, 378 
非奇异子空间，379 
非迷向子空间，250, 382 
奇异子空间，378, 379,382 
迷向子空间，249, 266, 382 
零子空间，86, 88, 379 
线性子空间，118, 125, 380 
子矩阵，82, 98, 313 

四画 

中心，3, 213,486 

中心元素，3, 197, 413 
内自同构，23, 163, 435 
长方阵几何，139 
双曲运动，341, 349 
双曲旋转，341, 342, 349 
双有理变换，23 
反自同构，12, 226,488 
对合性反自同构 ，339. 329,488 
反同构，10, 13 S , 168 
反同态, 9, 10, 12 
不定子的多项式 
不定号 W - 矩阵，251 
无穷远点, 37, 128, 141 
无穷远流形，141 
无穷远超平面，128, 129 
无零因子的环，2, 4 
方阵几何，139, 142 
长方阵几何，139 
方阵的指数，254 

五画 

半同态，10, 11, 12 
半同构，10, 11 
半自同构，12, 43, 486 
半奇异正交平延，418 
半奇异平延，407, 413, 417 


半奇异向量，400, 411, 418 
左可逆矩阵，92 
左因子,4 

左倍数，4, 102, 105 
(左)射影空间，113, 115 
n 维（左）射影空间，113, 115 
左线性无关，14 
左线性无关集，14 
左线性相关，14 
右可逆矩阵，92 
右公倍数, 4, 5, 7 
右因子，4 
右倍败, 4, 108 
(右）射影空间，113 
平面，112, 341, 411 
无穷远超平面，128, 129 
超平面，118, 129, 139 
超平面的几何，139 
平延，171, 385, 418 
半奇异正交平延，418 
半奇异平延，407, 4 13, 417 
(正交 )2 平延，394 
正交平延，385, 393, 418 
酉平延，268, 296, 328 
酉平 延群，280, 290, 296 
非奇异正交平延，406 
奇异正交平延，418 
射影酉平延群，280 
平移，129, 261 
四元数，3, 251, 328 
广义四元数，26, 289, 328 
四元数体，3, 229, 328 
广义四元数体，26, 280, 328 
(正交 )2 平延，394 
正交平延，385, 408, 418 
半奇异正交平延，418 
非奇异正交平延，406 
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奇异正交平延，418 
正交群，257, 271, 286 
正则 n 元二次型，3 74 
正则二次型的亏数，37 4 
正则二次型的指数，378, 379 
正规子体，31, 32 
正规子群，179, 180< 205 
对合，206, 230, 249 
p 对合, 208 
对合 

{ p , q } 辛对合，436 
( r , n - r ) 对合，179, 180 
辛对合，437 
拟对合，261，266 
非亚 Abel 2对合, 479 
射影对含，44, 47 
第一种对合，196 
第种射影对合，从, 48 
第一类辛对合，436 
第二种对合，196, 206 
第二类辛对合，436, 4 42 
第二种射影对合， 4 9, 50, 51 
第: E 种对合，1%, 200, 206 
第三类辛对合, 437 
对合性反自同构，229, 488 
对称, 5, 229,230 
对称元素，259, 288, 295 
对称矩阵，228, 241, 405 
对称群，54, 62, 111 
拟对称, 270, 271, 274 
对偶原理，126, 127 
射影空间的对偶原理，126 
对偶线性子空间，125 
可迁，40, 112, 141 
可迁系，112 
可迁空间，40 
可迁群，40 

可许坐标系，112, 120, 126 


可逆矩阵，130, 162, 450 
可逆矩阵的行列式，56 
代败无关，19 
代数元素，19 
代数相关，19 
代数封闭域，26, 238, 254 
加空间， 1 TO , 180, 202 

六画 

亚 Abel 群，33, 462, 463 
自反矩阵，227, 229 
自同构，12, 21,72 
内自同构, 23, 26, 435 
反自同构，27, 182,229 
半自同构，12, 42,68 
对合性反自同构，229, 32 9 , 448 
全等自同构，12 
辛群的自同构，443 
单位自同构，12, 273, 479 
线性群的自同构，80, 487,488 
自然同态，54, 58, 275 
合同，21, 229, 232 

二次型的合同，370, 375 
矩阵的合同，233, 244, 246 
齐次坐标，38, 129, W 7 
非齐次坐标, 38, 130, M 7 
扩体，3, 8, 16 
单代数扩体, 9, 16 
单超越扩体，8 
导来群，33, 34, 36 
导来群列，33 
同态，9, 54, 109 
Jordan 同态，11 
反同态，9, 10, 12 
半同态，10, 11, 12 
同态映射，54, 109, 344 
同构，381, 428, 431 
反同构，136, 168 



半同构， 10, 11 
同构映射，202, 206, 258 
行列式，24, 103,如 8 
可逆矩阵的行列式，56 
行空间，89, 97, 100 
列空间，97, 100 
亚 Abel 2对合，468, 472, 475 
非亚 Abel 2对合, 475, 479 
亚 Abel 群，33, 462, 463 
有穷点，128, 140, 147 
有限几何，136 
有限域，17, 275, 489 
有理函数体，8 

全奇异子空间，379, 380, 382 
全矩阵环，82 

全迷向子空间，250, 254, 379 
全等自同构，12 
仿射几何，129, W 1, 168 

( m , n ) 型矩阵的仿射几何，141 
仿射子空间，129, 141, 168 
仿射空间，130, 135, 160 

( m , n ) 型矩阵的仿射空间，141 
仿射变换，130 
仿射群，40, 129 
共轭子空间，250, 378 
共轭子群, 59, 297 
多项式环，7, 8 
向量空间，84 
向纛空间的基，86 
向貴空间的维数，88 
交换群，274, 320 
交错群，54, 62, 177 
交错矩阵, 230, 236, 406 
次数，3, 16, 36 

七画 

体, 2, 3, 487 

广义四元数体, 26, 281, 328 


有理函数体，8 
四元数体, 3, 28, 255 
正规子体，31, 32, 281 
单代数扩体，9, 16 
单超越扩体，8 
商体，6 
*,121 

酉平延，271, 287, 301 
酉平延群，280, 290, 296 
射影酉平延群，268, 269, 296 
酉相似，268, 269, 271 
西原阵，268, 270 
酉矩阵，257, 268, 316 
酉群，257, 258, 488 
射影酉群，272, 275 
辛对合，436, 437 

辛对合 ， 436 
射影辛对合，436, 441 
第一类辛对合, 436 
第二类辛对合，436, 442 
第三类辛对合，437 
辛相似，424, <140, 463 
辛矩阵，276, 400, 423 
广义辛矩阵，《8, 429, 432 
辛群，257, 429, 468 
辛群的自同构,443 
抛物元素，63, 69, 80 
坐标，112, 115, 116 
坐标系，112, 115, 120 
齐次坐标，37, 38, U 8 
非齐次坐标，38, 128, 130 
运动群， ill , 112 

八画 

环, 2, 4, 7 
广义四元数环，27 
无零因子的环，2, 4, 7 
全矩阵环，82 



多项式环 , 7, 8 
拟对合，261, 264, 266 
拟对称，268, 270, 274 
定号矩阵，251,280 
不定号矩阵，251 
非亚 Abel 2对合，463, 466, 479 
非齐次坐标， 3 8, 129, 147 
非奇异子空间，378, 380 
非奇异正交平延，418 
非奇异向量，382, 402 
非迷向，250, 274, 330 
非 Desargue 空间， I 22 
奇异子空间，379, 380, 382 
全奇异子空间，379, 380 
奇异正交平延，418 
半奇异正交平延，418 
奇异向撤，379, 401, 403 
半奇异向量，如1, 403, 415 
补性，123 

补空间，91, 120, 179 
单位自同构，12, 26, H 
单代数扩体, 9, 16 
单代数扩域，3 
单超越扩体，8 
实域，2, 24, 26 
空集, 88, 118 
变换群，41, 111, 129 
n 维射彩变换群，114 
相似变换群，41 

九画 

点，37, 41 

无穷远点，37, 40, 128 
有穷点，128, 135, 140 
相似变换群, 41 
相联，124, 125 
相联的坐标变换，125 
标架，127, 128 


标准单纯形 ， 117, 127 
哈矩阵，229, 230, 243 
迹式哈矩阵，230, 243, 245 
迹，23, 28, 110 
迷向，249, 251,259 
非迷向，270, 274,330 
迷向子空间，249, 259, 330 
迷向向量，249, 259, 270 
迷向线，250, 252, 272 
十画 

矩阵，44, 46, 63 
D - 矩阵，171 
H - 矩阵，226, 231， 2 38 
Hamilton 矩阵，229, 249 
广义辛矩阵，428, 443, <180 
子矩阵，82, 98, 104 
不定号矩阵，251, 280 
左可逆矩阵，51 
右可逆矩阵，95 
对称矩阵 , 228, 230, 238 
可逆矩阵，38, 49, 82 
自反矩阵，226, 229 
交错矩阵，230, 233, 238 
酉矩阵，257, 2 61，加 7 
辛矩阵，276, 278, 399 
定号 H - 矩阵，280 
哈矩阵，229, 239, 243 
迹式哈矩阵，230, 245 
矩阵之秩，97, 98 
矩阵的行秩，91, 95 
矩阵的列秩，97 
矩阵的合同，233, 238, 244 
矩阵的相似，169 
矩阵的等价 , 93, 95, 112 
斜对称矩阵，228, 230,336 
斜哈矩阵 ， 229, 239, 243 
斜 Hermite 矩阵, 229, 243, 249 
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置换矩阵，96, no , 263 
格，120, 123 

秩为1的极大集，147, 149, 152 
秩为1的极大集中的线，153, 159 
秩为1的极大集中的面，159 
秩为2的极大槊，154, 156, 159 
特征数，4, 27, 57 
特殊线性群，51，56, 101 
n 级特殊线性群，101，169 
二级射影特殊线性群，56 
射影特殊线性群，56, 169 
* 域，4, 12, 18 

射影一般线性群，56, 137, 169 
二级射影--般线性群，56 
射影几何，12, 37, 168 
一维射影几何，12, 41 
( m,m + n ) 型矩阵的射影几何，13 9 
射影儿何学的对偶，139 
射影对合，44, 47, 49 
第•种射影对合，44, 47, 49 
第-种射影对合的固定点，47 
第二种射影对合，49, 51 
射影辛对合，436, 441 
射影辛群，423 
射影酉平延群，280 
射影酉群，272, 275 
射影直线，37, 40, 44 
射影空间，37, 113, 122 
( m,m + n ) 型矩阵的射影空间，139, 141 
n 维（左）射影空间，113, 115 
—维射影空间，37, 38 
(左）射影空间，113, 115 
(右）射影空间， U 3 
射影空间的对偶原理，126 
射影变换，38, 40, 115 
广义射影变换，41, 43, 44 
射影特殊线性群，56, 169 
二级射影特殊线性群，56 


十一画 

第一种对合，196 
第一种射影对合，44, 47, 51 
第一种射影对合的固定点， 
第一类辛对合, 436 
第二种对合，196, 200, 206 
第二类辛对合, 436, 442 
第二种射影对合，49, 50, 51 
第三种对合，196, 200, 206 
第三类辛对合，437 
基 1, 15, 43 

向置空间的基，136 
基变换，93, 95 
基变换公式，94 
超越基，94 
线性基,14, 15 
基本不变量，113 
基本不变量系，113 
域，2, 7, 12 
代数封闭域，19, 26 
有限域，14,17, 109 
单代数扩域, 3 
实域，2, 23, 26 
素域，4, 12, 18 
粘切，139, 144, 149 
商体，6 

商群，32, 57, 129 

减空间，179, 196, 202 

陪集，16, 86, 129 

斜对称元素，230, 243,259 

斜对称矩阵，228, 230, 343 

斜哈矩阵，229, 239, 259 

斜 Hermite 矩阵，229, 243, 249 

+二画 

距，145, 154, 156 
超平面，118, 129, 139 



无穷远超平面 ， 128, 129 
超平面的几何，139 
超越元素，19 
超越基，19 
等价，5, 37, 40 
子空间的酉等价 
矩阵的等价, 93, 95, 112 
等价群，40, 112, 129 
換位子，31，54, 192 
换位子群，53, 176, 488 
替换定理，87, 89, 118 
循环群，17, 169, 240 

十三画 


置换矩阵，96, 309, 313 
零子空间，86, 88, 379 
雩因子, 2, 8, 82 
群，1, 40, 489 

( m , n ) 型矩阵的仿射几何学的群， Ml 
rt 级•般线性群，82, 137, 169 
«级特殊线性群，101, 169 
n 维射影变换群，114 
一般线性群，51, 137, 275 
一维射影群 ， 38 
二级一般线性群，51 
二级特殊线性群, 51 
二级射彩一般线性群，56 
二级射彩特殊线性群，56 
二级线性群，37, 51 
广义射影群，41 
正交群，257, 259, 280 
正规子群，12, 290, 462 
对称群 ， 54, 62, 111 
可迁群, 40 
导来群，33, 34, 36 
亚 Abel 群，33, 462, 463 
仿射群，40, 129 
共轭子群，59, 297 


交换群，1，274, 320 
交错群，54, 62, 111 
酉平延群 ， 280, 290, 296 
酉群, 226, 268, 488 
辛鮮，257, 443,468 
运动群，111，112 
变换群，41, 113, 139 
相似变换群，41 
特株线性群，51，101，169 
射影一般线性群，56, 137, 275 
射影辛群，423 
射影酉平延群 ， 280 
射影酉群 ， 272, 275 
射影特殊线性群，56, 1669 
商群, 32, 205, 488 
等价群，40, 112, 129 
换位子群, 53, 180, 488 
循环群，17, 107, 240 
肆群，111 
稳定群，112, 129 
线性群，37, 51, 80 

十四画 


算;术距离，145, 154, 156 
模性，123 
稳定群，112, 129 
线，12, 125, 488 

射彩直线，37, 41, 44 
线性子空间，118, 123, 380 
线性子空间的方程，123 
线性子空间的交，125 
线性子空间的联 
线性无关，14, 94, 400 
左线性无关，14 
线性相关 ， 14, 116, 272 
左线性相关，14 
线性映射，93, 94, 95 
线性组合 ， 85, 96, 140 
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索 


引 


线性基，14, 15 
线性群，37, 51, 169 
n 级一般 线性群，82, 137, 169 
n 级特殊线性群，101, 169 
一般线性群，51, 137, 275 
二级一般线性群, 51 
二级射影一般线性群，56 
二级射影特殊线性群，56 
.二级线性群，37, 51 
特殊线性群，51, 101, 169 


射影一般线性群，56, 169, 275 
射影特殊线性群，56, 169 
维数，19, 180, 382 
子空间的维数，97, 252, 380 
向量空间的维数，88 

+五画 

调和点列，41, 43, 136 

十九画 

链条件，123 
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